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PREFAŢĂ 


„Ceea ce e bun este de două ori mai bun 
dacă este scurt”, 


SCHOPENHAUER 


Întotdeauna, în domeniul fizicii, în virtutea permanentei 
tendințe de coneretizare, atât cercetătorul, peniru a circum- 
scrie sfera investigatiilor sale, Să și pedagogul, peniru a-și 
fixa ideile, au recurs, în mod intuitiv, la notiunea de model 
chiar atunci cînd ea nu era perfect clarificată. 

Folosirea modelelor a devenit însă o necesitate imperioasă 
pe măsură ce fizica a început să abordeze studiul sistemelor 
complexe, a sistemelor ce depind din ce în ce de mai multi 
parametri. Totuşi, deși în stadiul actual al dezvoltării fizicii 
Și tehnicii, se vorbește mult despre modele și modelare, aceste 
noțiuni, precum și acele conexe lor, sînt foarte rar precizate 
în lucrările de specialitate si cu atit mai putin coneretizate 
prin exemple caracteristice. În această, mică lucrare, fără 
a pretinde că am găsit calea cea mai bună, în special datorită 
posibilităților practic nelimitate de modelare, am urmărit 
să clarificăm în acest domeniu notiunile de bază și să le 
fizăm prin exemple cât mai sugestive. 

Lucrărea de față are un pronuntat caracter pedagogie și 
ca atare se adresează unor categorii largi de cititori, dar mai 
ales cadrelor didactice ce predau fizica sau materii de spe- 
cialilate tehnică în învățământul general sau liceal de spe- 
cialitate. Ea este utilă și studenților facultălilor de fizică 
sau. tehnice, care încep să facă primii paşi în domeniul 
cercetării stiintifice și în bună măsură elevilor din ultimele 
clase de liceu, care manifestă o vădită înclinare spre studiul 
fizicii. În general lucrarea poate interesa orice profesionist, 
ale cărui preocupări au legătură cu studiul acestei discipline. 
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Sintem convinşi că multi dintre profesorii cu experiență 
și talentaţi din învățământul liceal, particularicînd multe 
dintre problemele expuse, prin simulare, le vor putea face 
accesibile elevilor, adîncind şi lărginăd astfel cercul de cunoștin- | 
Je prevăzute în programele școlare. De altfel scopul pe care 1 
l-am urmărit nu a fost numai de a expune o cantitate limi- | 

| 


Capitolul 1. MODELAREA ÎN FIZICĂ 


tată de cunostinte, mai mult sau mai putin cunoscute, ci „Sistematizarea și simplificarea sint în 


. si N a vgv Map SM! i esenţă primii pași spre asimilarea de 
mai ales de a pune la îndemînă cititorului și de a-i atrage | cunoștințe. Adevăratul nostru dușm are 
atentia asupra unor metode utile, atît în practica, pedagogică este necunoscutul”. 
cât și în aceea de cercetare științifică. | THOMAS MANN 
AUTORII 
1.1. Noţiunea de model | 


Evoluţia ştiinţei şi tehnicii implică pătrunderea din 
ce în ce mai adînc în esenţa fenomenelor naturii. Aceste 
fenomene se prezintă simţurilor noastre sub forme extrem 
de variate, rezultind la rîndul lor din interacţiunea unui 
număr mare de factori. O parte dintre aceşti factori au un 
rol deosebit în fenomenele pe care le avem sub observaţie, 
| în timp ce alţii sint auxiliari şi lipsiţi de importanţă. Aceş- 
| tia din urmă umbrese fenomenele în cauză — de aceea 
trebuie, dacă nu eliminaţi definitiv, cel puţin neglijați 
într-o primă aproximație. Pentru eliminarea informaţiilor 
secundare şi punerea în valoare a elementelor fundamentale 
şi esențiale sint însă necesare cunoștințe profunde, atît 
teoretice cît și practice. Modelarea este una dintre meto- 
dele importante folosite astăzi în știință şi tehnică, pentru 
obținerea unor astfel de rezultate. 

Știința operează astăzi din ce în ce mai puțin cu enti- 
tăţi considerate simple, omogene unele faţă de altele. În 
gindirea modernă, dialectică, se impune din ee în ce mai 
mult categoria de sistem, caracterizat prin tipuri speci- 
fice de structuri, adică prin anumite forme de interacțiuni 
între elementele. ce îl alcătuiesc. Sistemul este definit ca 
un ansamblu de elemente în interdependenţă, constituind 
un întreg organizat. 

După natura structurilor și interacțiunilor specifice, 
sistemele se împart în: sisteme fizice, sisteme chimice, 
sisteme biologice, sisteme sociale ete. 


La rîndul lor, sistemele fizice se pot clasifica în : sisteme 
macroscopice (sau termodinamice) şi sisteme microscopice. 
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Un. sistem macroscopic, de exemplu, este determinat, si- 
multan de parametrii lui mecanici, termici, electromagne- 
tici (deci şi optici) ete. 

În studiile ştiinţifice şi practice un rol important re- 
vine simulării sistemelor şi situațiilor reale. Prin simulare 
înțelegem stabilirea unei relații de corespondenţă între 
două sisteme, fiecare dintre ele putind corespunde unei 
realităţi obiective sau unei abstracțiuni. Unul dintre sis- 
teme se pretează mai bine studiului decât celălalt, fapt 
ce ne permite să ne facem o idee despre proprietăţile celui 
de al doilea sistem, observind modul de comportare al 
primului. În acest caz sistemul ales pentru studiu poartă, 
numele de model. 

Se spune despre un sistem Su că este model al sistemului 
So dacă se poate stabili o corespondență bine definită 
între Su şi S. Spre deosebire de sistemul So — numit 
sistem original — modelul Su este înzestrat numai cu 
proprietăţi esenţiale şi de aceea este mai sărac decit ori- 
ginalul. Fixarea, proprietăţilor cît şi a conexiunilor se 
stabileşte printr-un sistem de axiome, pe baza căruia se 
dezvoltă, teoria modelului. 

Deci, vom putea detini modelul ca un sistem material 
sau abstract, care, fiind pus în corespondență cu un alt 
sistem dat anterior, va putea servi indirect studiului pro- 
prielăților acestui sistem mai com plex (original) și cu care 
modelul prezintă o anumită analogie. 

Nevoia de a modela realitatea, este determinată de 
imposibilitatea, de a aborda sub forma care ni se prezintă, 
dată fiind complexitatea ei inepuizabilă. 

Un model se numește izomorf (de aceeaşi formă) dacă, 
sistemul real (original) și modelul coincid într-o manieră, 
completă, element cu element. De exemplu, modul în care 
negativul corespunde cu fotografia sa, cum corespunde 
un desen cu piesa executată după el, cum macheta cores- 
punde originalului, cum soluţiile unei ecuaţii pot descrie 
procesele ce se produc într-un sistem etc. 
Adeseori modelele izomorfe se dovedesc a fi 


a fi extrem de 
complicate şi, practic, imposibil de aplicat şi realizat. 
De aceea pr 


tă mai mult interes crearea unor modele 
care să permită definirea numai a aspectelor esenţiale a, 
sistemelor reale, fără a se intra în detalii : de exemplu, 
cazul unei hărţi geografice față de terenul ce-l reprezintă. 

Modelele ale căror diferite elemente nu corespund decît 
în parte, mai mult sau mai puțin sistemului real, fără ca 


1 9-7 


j 


Miec 


à | etenă 
4ă existe o corespondenţă perfectă de la element la element, 
dele o norfe. 
se numesc modele omor a i 
Izomortismul şi omomorfismul sint susceptibile de o defi 
pis i "ri ă î drul teoriei algebrice a 
nire matematică riguroasă in cadrul te g 
grupurilor. 
s Fie X şi Y grupurile. Dacă elementele acestor ari 
sînt legate printr-o corespondență PA AA atig i 
: a ori şi ji se le cores- 
i be X şi elementele c 
pentru orice element a, be T v i 
e e a, b'e Y, elementului ec = ab îi va corespunde e 
mentul 9 = w'b', se va spune că grupurile sint izomorie. 
Grupurile izomorfe nu pot diteri decit P PATE teil 
tei şi í j atura operațiilor defi 
mentelor lor și, poate, prin natura og i 
Y este grupuri. ! 
pentru ace g i E 
În grupurile omomorfe, corespondența dintre grupur A 
i z ips -ie A 
este unilaterală. Se spune că aplicaţia, grupului seu A i 
grupul Y este omomorfă, dacă fiecărui element « S g D 
X îi corespunde univoc un element determinat din grup 
Y în aşa fel încît elementelor a, b e X le pores pun r A 
mentele gi, b' e Y, iar elementului ab = c îi corespunde 
elementul fi = a'b'. În cazul general al omomortismului 
de forma, X — Y, diferite elemente din grupul X vor pa 
trece în cîte un element dat din grupul s tevi ina 
şi posibilitatea ca unele elemente din grupul X să 
Ş sik A 
treacă în grupul Y. Mrs 2 
Rezultă că în procesul modelării există un sistem Sg, 
ale cărui proprietăţi urmează să fie modelate, pe in fe 
i f 4 $ d . . La Fe ret! E 
numim obiect modelat, sau original şi un alt sistem i: M 
care constituie un model al originalului. Intre e E 
model sînt corespondențe obiective, ce ne oferă posi A - 
tatea să înlocuim în anumite privinţe originalul cu T i 
lul şi să stabilim reguli de trecere de la informațiile ME 
nute pe model la informaţiile obţinute pe origina ka 
desfăsurarea procesului modelării apar trei faze distincte : 
1) trecerea de la original la model; 
2) cercetarea pe model; i 
3) transferul pe original a rezultatelor obținute pe 
i, 
model. 
iractă ricin: ercetare e 
Faţă, de 'cercetarea directă pe original, Frei in p ? 
model prezintă avantajul că proprietățile sistemul 4 
constituie modelul sint mai bine cunoscute și mai m 
de studiat. După cum s-a arătat mai sus, modelul poa $: 
d S e sL’ . zi a) 
fi izomorf sau omomorf, condiția de izomorfism haragi 
necesară în modelare. Modelarea izomorfă este mai săracă 
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în proprietăţi decit cea, omomortă. În general modelele 
folosite în ştiinţă nu sînt izomorfe cu originalul. 

Trebuie menţionat că cercetările pe model, din cauz; 
neidentităţii modelului cu originalul, au o sferă mai rę- 
strinsă de valabilitate, originalul fiind mai complex decit 
modelul. Această, lipsă va fi compensată, într-o cercetare 
ulterioară, de un alt model mai complex, mai perfecționat, 
care acoperă o parte mai mare din mulțimea de proprie- 
tăţi a fenomenului dat, construit pe baza concluziilor la 
care s-a ajuns din contruntarea modelului anterior cu rea- 
litatea. La rîndul său şi acesta va ceda locul altuia care 
va aproxima şi mai bine realitatea ş.a.m.d. Rezultatul 
va fi apariţia unui lanţ de modele care se înlocuiesc suc- 
cesiv unele pe celelalte. lanţ în cadrul cărui /se păstrează, 
şi se amplifică, informaţia. 

În esență limitarea posibilităţilor modelării se datorează 
următorilor factori : 

1. Neglijării tuturor fenomenelor considerate într-o 
primă aproximaţie ca secundare, dar care, în urma modi- 
ticării la scară a dimensiunilor (ca în cazul modelelor la, 
scară redusă) sau în alte condiţii de lucru (modelarea unui 
fenomen pe altul etc.) pot deveni la fel de importante ca 
şi fenomenul principal. 

2. Apariţia unor noi fenomene, care din punctul de 
vedere al modelării prezintă un caracter parazit. Apariţia, 
acestor fenomene poate fi determinată, : a) de modificarea 
scării; b) de modificarea condițiilor de producere a feno- 
menului în instalatie sau model faţă, de situaţia reală ; 
€) de neglijarea structurii microscopice (moleculare sau ato- 
mice) a corpurilor care iau parte la formarea modelului, 
sau a căror evoluţie este studiată. 

3. Neglijarea completă, a structurii sau a naturii cor- 
purilor care iau parte la desfăşurarea fenomenului st udiat, 
ca, de exemplu, în cazul modelării pe calculatoare 


1.2. Folosirea modelării în studierea fizicii 


Teoria modelării constituie astăzi un procedeu cu mul- 
tiple posibilităţi de aplicare în cele mai variate domenii 
ale ştiinţei și tehnicii. Datorită, trăsăturilor lor generale, 
noțiunile de model și de modelare s-au dovedit extrem de 
fertile, încît putem spune că modelarea constituie un mij- 
loc de investigaţie deosebit de util și fecund, aplicabil 


14 


i în fizică. În cele ce urmează, 
oricărei discipline, dar mai ales in iii 1 ti kr r nu 
ne 'vom ocupa de modelarea, sisteme or ice, 
obiectiv principal studiul fiziet. Bula pini n a 

În acest scop vom căuta să facem A e tar Are) 
lelor din punct de vedere metodic. 1 obezi it ini 
lele se construiesc prin similitudine, prin a 
idealizare. il soia. în 

Modelarea prin similitudine constă aa paringena e 
mănării geometrice asupra unor apari a pa ip 
niul mecanicii, al transmisiei de că ia astia a ate 
tismului ete. Modelul folosit este de An gi nai 
ce reproduce originalul, la M ni şi je a pa 
proprietăţi se studiază în laborator taai en pita 
tinse asupra originalului. Macheta jaga ata = 
toate amănuntele originalul, de aceea, miei n cce- 
litudine se apropie cel mai mult de mode bi ea 

folosită în construcţia de avioane, de nave, i 
ka folia a te hateg e. şi în procesul de instruire, 
tehnică, în electrotehni ă ete. şi în p eet A 
pentru a reprezenta intuitiv obiectu orig ina P 
din cauza marilor lui dimensiuni. A A li 
odelul a ic este un sistem abstract sau c baterii 
se plen, mihnea hi geometrică de orginal, ei mo, i de i 
aceleași proprietăţi cu ale lui, se îndepărtează or 
izomorf, fiind mai apropiat de modelul Apel ela 
Modelul ideal are un loc sn da pă ee, pi 
experiment. Modelele de acest tip po Ahk r lup an 
diferite imagini gratice, formule gt pre Ni Min ani iaşi”! 
sau prezintă o anumită asemănare ră od A mu ra 
schemele unor maşini, schemele unor circ ui sA ea da 
atita modele matematice, ele sorna os ETa Apr ze 
ilizate C ecădere . in te y ţia 
ai sa ge bani pd tocmai datorită acestei idea- 
lizări, Modelele ideale sînt în general kroon AMEA 
Bineînţeles că această pe pisi gi At ie pe 
„are dintre tipurile de modele arăta e pot incr ge ele 
fina pg eu feluri de modele. ii ha a jat hran 
că folosirea modelării ca metodă de prou ar fir, i 
telor, cît şi ca metodă 3 aata A Aer bre 
manuale, dă rezultate foarte bune. eia hn jr 
mere tai pentru a face legătura i a paite 
tole ale fizicii, care, la prima vedere, Pa SĂ nd berii apr 
substanţial, ea poate servi la gene Serii os stiz 
si la sistematizarea unor vaste domenii ale fizicii. 


pa 
gr 


Face posibilă însus 
mari cantităţi de cuno 
în vedere faptul că în 
cări de îmbunătăţire 
învățămîntul de cultură generală, 
dem că metoda modelării va dev. 
rea şi studierea fizicii în anii urn 


irea şi aplicarea în practică a unei 
știnţe într-un timp mai scurt. Avînd 
momentul de fâţă asistăm la încer- 
a modului de stud 


iere a fizicii în 
şi de specialitate, cre- 
eni și mai utilă în preda- 


Capitolul 2. MODELAREA PRIN SIMILITUDINE 


„Adevărul nu există numai în lumea ce 
ne înconjoară sau în modelele noastre, 
ci şi în procesul de corelaţie a modelelor 
și a lumii”. 


E. A. SINGNER 


2.1. Chestiuni generale 


N 


În construcţia navală, în construcţia avioanelor, la 
turbinele hidraulice, la instalaţiile de transmisie a energiei, 
înainte de trecerea, la construcţia sistemului original sînt 
necesare încercări pe machete care reproduc originalul la 
dimensiuni mult mai reduse. Asemănarea geometrică nu 
este însă suficientă pentru reproducerea, fenomenelor pe 
machetă, identic ca în instalaţia în mărime naturală. În 
afară de aceasta, trebuie realizată similitudinea, mecanică- 
fizică a mărimilor (parametrilor), care joacă un rol pre- 
ponderent în desfăşurarea fenomenului. Această similitu- 
dine trebuie stabilită astfel încît ecuaţiile diferenţiale sau 
integrale care descriu fenomenul la scara naturală, să 
concorde cu ecuaţiile corespunzătoare pentru model. Me- 
toda modelării prin similitudine se întrebuinţează cu 
succes pretutindeni unde soluţionarea pe cale analitică, 
a ecuaţiilor diferențiale ale fizicii, în condiţiile de unicitate 
impuse, întîmpină dificultăţi pe care mijloacele actuale 
ale analizei matematice superioare nu le pot învinge, unde 
însă practica pretinde totuși soluţii numerice. 

Principiul similitudinii dă posibilitatea să se obţină 
din ecuaţiile care descriu fenomenele în cauză, chiar fără 
rezolvarea lor, concluzii de importanţă fundamentală. 
Într-adevăr, un grup de fenomene asemănătoare este carac- 
terizat prin existenţa unor relaţii funcţionale între mărimile 
caracteristice fenomenelor grupului, relaţii satisfăcute de 
toate aceste fenomene. În consecinţă, transformările care 
permit trecerea de la un fenomen al grupului la alt feno- 
men al acestuia depind de un număr de parametri cărora, 
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2 — c. 2 


PUETE, SA SU ia AL A A | aa 


"dindu-li-se un anumit sistem de valori, se poate trece pe 
rind prin toate fenomenele grupului. 

Întrucît oricare din fenomenele unui grup poate fi 
descris de ecuaţiile funcţionale ale clasei de care aparțin 
fenomenele, rezultă că transtormările unui grup de feno- 
mene trebuie să lase invariante ecuaţiile clasei de care 
aparţine grupul. De aceea, pentru ca similitudinea să fie 
efectivă trebuie ca un fenomen să nu depindă, în desfă- 
şurarea sa, de sistemul de unităţi de măsură folosit la 
stabilirea ecuaţiilor care descriu această desfăşurare. 

'Pinînd seama de aceste consideraţii, fără a recurge la o 
dezvoltare generală şi riguroasă din punct de vedere 
matematic, vom ilustra în cele ce urmează teoria simili- 
tudinii, prin exemple simple, din care se pot întrevedea 
şi dificultățile, cînd metoda trebuie aplicată în probleme 
complexe. 


2,2. Similitudine statică 


Vom începe cu un exemplu simplu de rezistenţă a ma- 
terialelor. Se ştie că orice grindă dreaptă asupra căreia 
acţionează diferite sarcini concentrate sau continue se 
deformează, încovoindu-se. Se demonstrează, în cursurile 
de specialitate că în această situaţie și în limita deformă- 
rilor elastice, linia care uneşte centrele de greutate ale 
tuturor secţiunilor drepte, transversale, ale grinzii defor- 


neutra 


Fig. 2.1. 


mate, numită axă neutră (fig. 2.1), este o curbă continuă 
avind în orice punct al ei curbura exprimată prin relația 


1 M 


pad WEED d 
g EI 
p fiind raza de curbură, E — modulul de elasticitate al 
materialului din care este confecţionată grinda, iar M şi 
I sînt respectiv momentul încovoietor şi momentul de 
inerție al secţiunii considerate. 
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Folosindu-se această relație se pot dimensiona barele 
ale căror modele au fost încercate în prealabil la flambaj 
Sint solicitate la flambaj barele supuse la com presiune et 
forță È (fig. 2.2) e fu DĂ e 


Vom observa că dacă lungimea barei este mai mare 
se produce o incovoiere şi bara rezistă la o sarcină ml 
mai mică decit aceea stabilită, pentru compresiune Se 
spune că bara flambează, şi de aceea ea nu mai i ip i 
calculată, simplu, la compresiune. ie pile 


Flambajul este datorit mai multor cauze : sarcina P 
nu poate fi niciodată perfect centrică. Vom avea dia 
iai icovoietoare, care vor produce încovoierea, 
La rindul ei, piesa nu poate fi niciodată perfect dreaptă. 
Sarcina P va avea deci faţă de diferitele sectiuni, excen- 
tricităţi diferite care produc momente încovoietoare. hi 

Materialul nu poate fi perfect omogen. vezistenţele 
nemaifiind uniform repartizate, vor da deci un moment 
ineovoietor. In toate aceste cazuri, momentul încovoietor 
ia naştere din cauza excentricităţii forței, tinde să mărească, 
excentricitatea ; avem deci un caz de echilibru nestabil 
Din această cauză forțele exterioare nu mai găsesc opu- 
nerea rezistențelor interioare. Se produc astfel săgeți 
neadmisibile cu un element de construcţie sau se posik 
chiar ca baza să se rupă. S-au stabilit formule pentru cal- 
culul pieselor la flambaj. Totuşi se preferă uneori ca înainte 
de a se trece la confecţionarea piesei respective să se facă 
încercări pe modele, mai ales în cazul cînd secţiunea, pie- 
selor este mai complicată, şi cînd se urmăreşte să se evite 

abuzul de coeficienţi de siguranţă, care ar duce la supra- 
dimensionarea elementelor de construcţie. 


DIV 


Vom lua următorul exemplu: un corp de revoluţie, 
de forma unei bare model, se supune unor încercări cu 
încărcare la flambaj centric. Fie P, = 125 N forţa pentru 
care modelul poate rezista la flambaj. Notăm cu E, mo- 
dulul de elasticitate al materialului din care este realizat 
modelul. Se cere forța de flambaj P, pentru execuţia în 
formă naturală a originalului geometric, asemenea cu di- 
mensiunile liniare, de 10 ori mai mari, al cărui modul de 


elasticitate E, este diferit de E, de exemplu F, = 2 Æ. 


Se presupune că tipul de reazăm pentru cele două bare 
este asemenea din punct de vedere geometric şi elastic şi 
că forțele critice de flambaj nu solicită barele dincolo de 
limita de elasticitate. Ca punct de plecare serveşte ecuația 
arătată mai sus, care dă curbura celor două linii elastice 
asemenea. 

Pentru ecuația originalului So obținem 


1 dă. M, My Pata 
P2 dala El, 


- = = 3 
7 n 
Pi BL DI 
în care pı, pa sînt razele de curbură, M, = Piy, Ma = 
= Pay, sînt momentele încovoietoare, iar 1, I, sint mo- 
mentele de inerție ale secţiunilor barei (despre care se 
ştie că sînt proporționale cu puterea a patra a unei lungimi). 


Împărţind cele două relaţii, rezultă, 


1 
Pa 3 Pava N El, 
pe Pi N 
Pi 


Prin trecerea de la model la original, potrivit principiu- 
lui similitudinii, lungimile trebuie să treacă în raportul de 
asemănare geometrică >. 


Deci 
IRA A A! 
RINOR 7, XA 
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De aceea, forța de flambaj P, pentru execuţia prin- 
cipală se calculează cu ajutorul legii de transpunere, 


P= P, X? —> de unde P, = 125: 102: 2 = 25000 N. 


i 
E 


2.3. Similitudine dinamică 


Vom considera un model machetă Sw, care se miscă, 
într-un fluid real (viscos), cu o anumită viteză u, sau, ceea, 
ce este acelaşi lucru, modelul se află în repaus şi fluidul se 
mişcă, cu aceeaşi viteză faţă de model. Modelul are o formă 
definită şi este asemenea din punct de vedere geometrie 
cu originalul, la o scară definită, încît este suficient să se 
cunoască una dintre dimensiunile modelului pentru a 
putea determina atit celelalte dimensiuni ale modelului 
cît şi ale originalului. Vom presupune că fluidul este incom- 
presibil (din această categorie fac parte şi gazele în mişcare 
pină la viteze apreci iabil mai mici decit viteza sunetului.) 
şi că mişcarea sa se face în regim staționar, în absenţa unor 
forţe exterioare. 

În aceste condiţii, mişcarea generală a unui fluid real 
(viscos) este descrisă de ecuaţia lui Navier-Stokes, dată mai 
jos sub tormă vectorială, într-un caz particular, anume în 
regim staționar şi irotaţionai, 


=, — 1 3 v) Es A 
(0 V)o = — — grad pH—- Av, (2.1) 
e p 


care, transpusă în coordonate carteziene, devine 


9% Oua Vr Irap 7) tie 
Mon Hoy Hv: = RF Ada (2.1) 
0% oy 02 Q 0% =) 
i f f 
$ | dog n Pa OP AP 
în Care Vs —— + Vy — -+ v — este variaţia componentei 
OY sY 02 


v, a vitezei unei particule oarecare de fluid în funcție de 
coordonatele ei, — este variaţia presiunii în direcţia a 


L 


? 


-densitatea fluidului (invariabilă), ņn— viscozitatea. dina- 
inică (invariabilă), iar 
. Ap | de păă Arad : 
h ANAU, = T F hu af este componenta 
azs 


forței de frecare cu particulele învecinate, în direcţia x. 
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NL NICA N în ÎL id 


Cele două cazuri de mişcare, ale originalului So şi mo- 
delului Sw, fiind asemenea, pentru a se putea trece de Ia 
model la original sau invers, ecuaţiile diferenţiale care 
deseriu fenomenele, în cele două cazuri trebuie să fie 
identice. Pentru aceasta, mărimile de aceeași natură care 
intră în ecuaţiile diferenţiale (2.17) pentru original şi model 
trebuie să fie proporţionale (în rapoarte ce pot fi cunos- 
cute). 


Ca atare, între lungimi vor exista relaţiile 


l, la fiind distanţele dintre două puncte analoge din model 
şi din original, iar (%4, Y1, 21) ȘI (£2, Y2, 22) coordonatele aces- 
tor puncte. În mod asemănător, pentru viteze, 


în care Oz, Oy, va, sint vitezele fluidului în diferite puncte 
din apropierea modelului, v+, Oy, ta, Sint vitezele în, punc- 
tele analoge faţă de original, u, și u, sînt vitezele relative 
ale modelului, respectiv originalului, faţă de fluid. 

În mod asemănător, pentru presiuni, densități şi vis- 
cozităţi vom avea, 


Do 9 K i Ya i 
Pa -— Op Pa dp Și, respectiv, — = gy. (2.2) 
Pı Pi Ma 


Tinînd seama de aceste notații, mişcarea unei particule 
de fluid din original, deserisă de ecuaţia, 


0, Vx 0, y) 
ý "EON: CAA tat ee Id, AATE 2 4 ] i2 Ap 
Vx, parem Ii ba IT TIT Cata i) ÎTI ALA a? 
[74 Lo Ya OZo P2 


va fi asemenea cu aceea a particulei de fluid în mişcarea 
corespunzătoare din model, dacă va fi satisfăcută relația 
obținută prin introducerea valorilor lui x, Yas Zos Vx, 
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de mai sus şi anume, 


Uyay Uzas Pos. Pa» Ma deduse din (2.2, (2.2), (2.27) în relația 


2 ER Aa 4 
Xy N o Ux, | 0% (aa o vi FAA 1 A Ap T opi W 
Va, | Ùy, AAT Vz, y Npr | 


Xo A pi d 


Pentru ca cele două ecuații 
este necesar ca 


următoare 
006 90 saibe ză: 9 Mi) 1 
AMEG o An 


) 


din care, înlocuind factorii de proporţionalitate prin va- 
lorile lor (2.2), (2, 2"), (2. 2") obţinem 


Mtaki Mapa, WET ca te Re, 


m Na n 


observind că Zeste o dimensiune oarecare luată drept 


. YT) e A . 
unitate. Raportul — = v poartă numele de viscozitate 
[+] 


cinematică ; cu ajutorul ei, relaţia precedentă se scrie 
ul 
— = Re; 
Yy 


Re poartă numele de criteriul sau numărul lui Reynolds, 
mărimile u, l, v avind dimensiunile 


; L? L 
0 Amir y E o a, 
T 
ceea ce arată că Re este adimensional. Se observă că acest 
- : l " i 
număr conține toate datele problemei: v = —  visco- 


R 
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Din această dublă egalitate se poate deduce egalitatea 


ITP Pap 


zitatea cinematică presupusă constantă, viteza relativă w 
a fluidului (sau a mobilului în raport cu fluidul) şi lungi- 
mea l. Din aceasta din urmă se pot deduce toate dimensi- 
unile (liniare) date ale corpului de studiat şi care trebuie să 
apară în soluțiile ecuației diferențiale Navier-Stokes (2.1) 
prin condițiile la limită. 

Principiul similitudinii arată că dacă în mişcarea flui- 
delor, cînd asupra lor nu acționează forțe exterioare şi 
influența gravității poate fi neglijată, toate variatiile de 
viteză gi presiune sînt funcție de mărimea Re şi că pro- 
blemele sînt analoge cînd coeficienții lui Reynolds au 
aceleaşi valori. Cu alte cuvinte, dacă din datele obținute 
experimental pe model, se urmăreşte obținerea ‘unor con- 
cluzii valabile pentru original, experimentarea trebuie să 
se facă astfel încît numerele Reynolds ale modelului și 
originalului să fie egale. 

Pentru a ilustra cele de mai sus să analizăm următorul 
exemplu simplu : cu ce viteză incidentă trebuie să actio- 
neze aerul, într-un tunel aerodinamic. în condiții de simi- 
litudine, asupra unui model cu dimensiunile reduse la 
scara ra dacă originalul se construieşte pentru o viteză 

29 
de 3 0 km/h? 

Pentru a avea condiţii de similitudine trebuie ca în cele 

două cazuri numerele lor Reynolds să fie egale, 


în tare w,, l, sînt viteza avionului şi, respectiv, o lungime 
caracteristică acestuia, p, și n, sînt densitatea şi respectiv 
viscozitatea aerului ; mărimile Wis lis Pi; Mm COrespund mo- 
delului. Se obține 


7 ; 

vă Ni P2 l 
RERAN i MNA: AER, oo ) e 
U = a i ; . (2.3) 

ta ng pa 


Dacă experiența se face în aer, în aceleaşi condiţii 
atit în cazul modelului, cît şi originalului, se obţine 


Ur = U e 


Introducînd datele numerice, găsim că w = 300 - 25 = 


= 7500 km/h = 2100 m/s, viteză care întrece cu mult 
viteza sunetului în aer; deci se va experimenta într-un 
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domeniu de viteze în care ecuația (2.1) Navier-Stokes nu 
mai descrie fenomenul. Pentru a învinge această dificul- 
tate, anume pentru a scădea viteza fluidului în tunelul 
Aerodinamic, trebuie ca în formula (2.3) să se reducă ter- 


Ta a Sac N A Li j 4 
menul  —, fie făcînd încercarea cu aer sub presiune, Cees 
Pa 


ce 'măreşte pe (şi nu influenţează apreciabil pe n), fie 


ca Încercarea să se execute în apă, a cărei viscozitate cine- 


matică v = — variază cu temperatura şi este de 10 ...20 
Pi 
de ori mai mică decit a aerului. 

Numărul lui Reynolds are o mare importanță în hidro- 
şi aerodinamică, în problemele transmiterii căldurii prin 
fluide în mişcare, în studiul curgerii lichidelor şi gazelor 
prin conducte, în încercările care se tac, pentru a determina, 
în bazine sau în tunelele aerodinamice, pe modele-machetţă, 
mărimea şi distribuţia forţelor care vor acţiona în situaţii 
reale asupră prot otipurilor de nave sau avioane ce urmează 
să se construiască ete. Ca exemplificare, vom arăta cum se 
poate determina, în principiu, portanţa şi rezistenţa, la, 
inaintare a unui anumit profil de aripă de avion, înainte 
de a se construi originalul, tăcindu-se încercări în tunelul 
aerodinamic, pe un model-machetă. Am arătat că în con- 
formitate cu ecuaţia diferențială a lui Navier-Stokes, para- 
metrii care determină mişcarea staţionară a unui fluid real 
(vîscos) incompresibil, în jurul unui corp sint viteza u, 
densitatea p, presiunea p, viscozitatea n a fluidului, iar 
prin condiţiile la limită, una dintre dimensiunile liniare 1 
ale corpul deoarece forma corpului fiind cunoscută, se 
pot deduce toate celelalte „dimensiuni. Între toţi aceşti 
parametri există o dependenţă funcțiohală, care nu poate 
fi, în general, găsită prin metodele analizei matematice. 

Urmează că forța P ce va acţiona asupra unui corp ce se 
mişcă, în aceste condiţii, într-un fluid, va avea expresia, 


F = pS = flp, uw, l, 1), 


£ FNE 


fiind funcție de paramet 
Considerind c 
serie infinită du 

putea .serie 
E = f(p, u, l, n) = SI ki- pei ubie Ii nt, (2.4) 


hanl ' 
t 


meric fără dimensiuni. 


ii care determină miscarea fluidu lui. 
această, funcție se poate dezvolta într-o 


i 
pă puterile variabilelor independente, vom 


k; fiind un coeficient m 


D 
a 


[E 


Este evident că toţi termenii acestei serii infinite trebuie 
să aibă aceeaşi ecuaţie dimensională, identică cu aceea a 
forţei F. Prin urmare, este suficient să se considere un singur 
produs și să se serie 

Păi 


Mărimile care intră în această expresie au următoa- 
rele dimensiuni : 


SED =M LT-?, <p> =M PNGA <u» -a BETH 
Cid = la Ce MEA 


Introducind aceste relații în ecuaţia dimensională de 
mai sus, după transformări simple găsim 


ML Me U ALT P LML OTS 
= Ma+8 [-3a+8+y-—8 rp-8, 

Comparînd exponențţii lui M, L, T găsim trei ecuaţii, 

&+o=l, —3a+B-+y—5=1, B4+38=23. 

Determinăm din aceste trei ecuaţii (insuficiente pentru 
determinarea, celor patru necunoscute) pe x, B, y în funcție 
de 5 şi obţinem 

ta O te EE R, iy ea ARENA 


Astfel conform cu (2.4) avem 


în care v = — este viscozitatea cinematică. 


Se obişnuieşte ca în studiul comportării în mişcarea în 
aer a profilelor de aripă de avion, să se introducă în for- 
mulă în loc de ?? suprafaţa S a planului AB (care conţine 


coarda AB) (fig. 2.3), iar în loc de p să se serie |. Acest 
i 


26 


lucru implică o modificare a, coeficienţilor numerici k, 
încît în cele din urmă vom serie 


—8 
Pau ŞI k ( ul ; 


Yv 


- i 


i ul zi apr j y i i 
in care — este numărul lui Reynolds. Vom avea deci 


unde (Re) nu poate fi determinată pe consideraţii de 
dimensiuni, dar, în orice caz depinde numai de coeficienții 


numerici k, şi de numărul lui Reynolds. 


Fig. 2.3. 


Avind în vedere că numerele Reynolds ale modelului 
machetă, şi ale originalului trebuie să fie egale, rezultă, 
că ọ(Re) va avea în ambele cazuri aceeaşi valoare, pe care 
o vom nota cu C. Experienţa confirmă că forţele care ac- 
ționează asupra originalului şi machetei vor fi date res- 
pectiv de ur 


) 
e) 
Fu = 0-28, 
[9] 
2 


Constanta © se determin 
aerodinamic, menționind toti 
tul de complexă. 

Partea principală a unui tunel aerodinamic, în care se 
rcă modelele-machetă, o constituie un cilindru de 
dimensiuni mari (pentru ca pereţii lui să nu exercite ac- 


experimental în tunelul 
i că realizarea tehnică este 
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țiuni perturbatoare), în care se poate sufla un curent de 
aer uniform și de viteză dată. Într-un astfel de tunel se 
introduce, spre exemplu, macheta profilului de aripă de 
avion pe care dorim să o eXperimentăm. Aceasta este 
supusă unui curent de aer de viteză u, caleulată cum s-a 
arătat mai sus (păstrindu- se egalitatea numerelor lui Rey- 
nolds pentru original și machetă). Legind convenabil 
acest profil într-un punct N, ales prin diferite tatonări pen- 
tru a-i realiza înclinarea dorită, cu o serie de corzi pre- 
văzute cu platane, forțele F, şi Y, pot fi măsurate cu aju- 
torul maselor puse în ambele platane (Fig. 2.3). Făcînă 
diferite încercări, vom putea determina experimental va- 
lorile lui G, și G,, astfel încît 


VER = VE FE — 0 us, 


de unde 


Întrucît toate mărimile din membrul al doilea pot fi 
măsurate direct, se obține astfel coeficientul C pe care îl vom 
folosi pe ntru a determina forţa Fo ce se exer asupra 
aripei de avion în mișcarea sa prin aer. 

iw 


y a > pa A tiv y 7 e: YR ci a E 
E? ap Şi dn, care poartă, respeciiv, numele de portanti 
şi rezistență la înaintare, sînt egale la rîndul lor cu G, şi 
G,, a ir după cum ne putem da uşor seama, valorile 
Ps0 Fu Sin a = 0 sina: Pr AS AEE E u2 BI 
O 9 A 
și 
F; = G, = Fu CoS a = O cos a n US Or Si, 
O O 
în care eee C: şi C (cu ajutorul cărora se calcu- 


lează portanta sre A la înaintare în mişcarea în aer 
a slotul « original), se determină 
relaţiilor de mai sus, Al încât 


experimental pe baza 
| Į 
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O aplicație interesantă este folosirea teoriei similitudinii 
la evaluarea rezistenței clădirilor la acțiunea cutremurelor 
de pămînt. În afara cutremurelor puternice, se produe 
destul de des cutremure slabe, înregistrate de seismografe 
sensibile. Aceste vibrații ale scoarței Pămîntului au ann- 
mite frecvențe proprii, caracteristice regiunii în care se 
produc. Cunoscîndu-se oscilațiile proprii ale scoarței 
Pămîntului, se construiesc modele de clădiri, care sînt su- 
puse la vibrații de diferite frecvențe. Se urmăreşte ca aceste 
modele, supuse la vibrații, să posede cu totul alte oscilații 
proprii, decît cele ale scoarței Pămîntului din regiunea res- 
pectivă. Modelele astfel con nfecționate servese apoi la con- 
struc ţia în mare a clădirilor. Se procedează astfel, întrucît 
s-a constatat că atunci cînd oscilaţii le proprii ale "clădirilor 
au aceeaţi frecvenţă cu acelea provocate terenului de cutre- 
mure, clădirile intră în rez onanţă, iar cutremurul devine 


Ww 
extrem de distrugător. 


Capitolul 3. MODELAREA PRIN ANALOGIE 


>... dar analogii 


ud deși ne ispitesc tot- 


deauna cel mai tare Cai şi cele mai false 
dintre toate ispitele care ne fascinează 


spiritul”. 
MARIN PREDA 


Modelarea, prin analogie cere ca două fenomene analoa- 
ge, de natură fizică diferită à, să fie descrise n Later mat ie de 
ec uaţii cu aceeaşi structură. Modelarea prin analo, v re 
deosebire de cea prin similitu dine, n 
nare perfectă între model şi origi K T. 
Metoda constă în construire: x ür ui 
criere matematică este aceeaşi 

So, deşi sint de natură dife rità. dintre sistemele 
So $i Su devine model atunci cîn n pe 6 baza ei din cală: 
tarea lui Su se obţine o cunoas stere in plus, ref ritoare la 
sistemul $. Dintre posibilită vile de: nodele are prii 1 an: alogie i 
vom discuta mai jos'modelul de mas Š simplă şi ae i 
larea sistemelor ce execută mișcă ile „torii armonie 


nu presupune 


doar analog 


3.1. Modelul mașină sim plă 


Maşinile simple sint sis 
plete sau sisteme cu un sin 


lor acționează două sau mai 


Asupra, 
azul general: 
ă e activă, 
cu ajutorul căreia se urmărește i iar te altei forte R 
numită rezistenţă, M şinile aptă se f se atică 
i pentru o amplificare a lorțelor, tie 
rantajoasă a lor. i 


asupra mașinii acţionează o fortă P. nu 


nit 
LAL 


tivă, şi cea re- 


Pentru a stabili raportul dintre forta : 
zistentă, vom considera, într 

legăturile dintre diferitele piese e 
sint astfel încît. frecarea este 
acelaşi timp la principiul sit 
enunțat sub forma: pentru ca sistemul 


-0 pri 
pri 


aproxin ație, că 
are compun maşina, simplă 
Şir recurge în 
anice virtuale, 


ce formează o 
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maşină simplă să fie în echilibru, într-o poziţie oarecare, 
este necesar și suficient, ca dînd sistemului o deplasare 
virtuală” oarecare, i ui a cu legăturile, suma lueru- 
rilor mecanice virtuale a forțelor direct aplicate să fie nulă; 


DE- F, = 0, 


F, find forțele, iar SF, deplasările corespunzătoare. 
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În virtutea acestui principiu, modelul maşină simplă 
se poate concepe ca o „E utie neagră” asupra căreia acți- 
onează cele două forțe P şi R (fig. 3.1). Pentru a găsi con- 
diția de echilibru, fără frec are, dintre cele două forţe, 
se jug inf maşinii o deplasare virtuală unia, compatibilă 
cu legăturile. Fie 3P, proiecția deplasării AA’ a punctului 
de aplicaţie al forței P] pe direcția sa şi òR proiecția depla- 
sării BB’ a punctului de aplicație al forței R pe direcția sa. 

( Konior m principiului lucrurilor virtuale, condiţ a de echi- 
libru este 


P. 3P 4 RSR = 0, (3.1) 
de unde 
D 
„a NORA a. (3.2) 
R èP 


Împărțind cu ôt, timpul în care se produce deplasarea, şi tre- 
cînd la limită, în locul deplas ărilor virtuale se obțin vite- 
zele virtuale, astfel încît se poate serie 


Pop + Ror = 0 sau = Ra 


1 Denumire improprie folosită 


este echivalentă cu aceea de deplasare posibilă. 


în mecanică, în virtutea tradiției; 


Se obţine astfel principiul vi sira virtuale, ce exprimă 
forma statică a transmisiei lucrului mecanic în maşini. În 
limbaj curent, acest princi ta se exprimă astfel: ce se 
cîştigă în forță se pierde în viteză 


Principiul lucrurilor mecanice virtuale exprimă unul 
dintre aspectele principiului conservării energiei şi anume 
că energia transmisă sistemului prin lucrul mecanic 
al forței active, se reg: asegte integral în lucrul mecanice trans- 
mis de sistem prin forța rezistentă. 


3.1.1. Pîrghii 


Se numeşte a er un corp rigid asupra căruia acțpio- 
nează două forțe P şi R şi care se poate roti în jurul unui 


punct de sprijin O (fig. 3.2). Fie l şi l, braţele pirghiei. Se 


8 
y 
A 
r ; TET A, 
| Aces 
t | 
P'OR. 
dd îi 
LA Fig. 3.2. 
EE A Aia | 
A 


dă o deplasare AA’, com 
de aplicație A al forței P; 1 ] lul punctul de aplicație 
B al forței R se va deplasa cu Bł B’ . Proiec tiile 
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bilă cu legăturile punctului 


deplasărilor 
IE vor fi òP şi, respectiv, 


Conform relației ( 


3.2) şi ținîind seama tă proiecţiile 32 


şi SR au semne con „se poate serie 
' MA aa òR 
conf: = e TR 0] eaa e a 
R òP 
deci 
2 
Ed 
2) 
R H 
32 


DES 


adică am obținut cunoscuta lege a pirghiilor, conform 
căreia forțele ce acţionează asupra unei pirghii în echilibru 
sint invers proporţionale cu braţele pirghiei. 


3.1.2. Asociaţie de scripete fix cu unul mobil 


Forţa P se aplică firului trecut peste seripetele fix, iar 
forta R se aplică în axul scripetelui mobil (fig. 3.3). Între 
proiecția òP a deplasării punctului de aplicaţie a forței 
È gi proiecția òR a deplasării punctului de aplicație a 
fortei R există relația 


SP = — 228R. (3.3) 


Fig. 3.3. Fig. 3.4 


Aplicind principiul lucrarilor mecanice virtuale (3.1) 
și tinind seama de (3.3), rezultă 


2P — R=—0 sau P eg 


adică forța activă este jumătate din valoarea forţei rezis- 
tente. 


3.1.3. Palanul diferențial 


Palanul diferențial (fig. 3.4) este format din două dis- 
curi coaxiale ce se rotesc împreună, cu profil special pen- 
tru lanţ, precum şi dintr-un iri ati mobil, folosind un lanţ 
fără sfirsit. La o deplasare AA’ = òP a punctului de apli- 


33 


caţie al forței P, sistemul de discuri fixe se va roti cu un 
unghi 6, iar orice punct al lanţului trecut peste discul mare 
de rază r, se vă ridica cu o lungime 
LA Ad ea BB =r O 
În același timp, orice punct al porțiunii de lanţ trecut 
peste discul mic de rază r, va cobori cu o lungime 
Bu Bi im B; 
încât punctul de aplicaţie al fortei R, aplicată în axul seri- 
petelui mobil, se va înălța cu lungimea 
BB; — BB, (ri — 72)0 


) 2 


Aplicind principiul lucrurilor mecanice virtuale (3.1), 
obținem 

P- SP+ R: R= 0 sau P- AA' — B 
de unde 


P- fis 0 să 
] o 
sau 
D R Tara Yi 
] A PES. $ 
2 a 
dad f1 


3.1.4. Planul înclinat 


Planul înclinat este o suprafață plană ce face un unghi 
« cu planul orizontal (fig. 3.5). Dacă pe un plan înclinat 


avem un corp greu, presupus fără frecare, asupra corpului 
acţionează greutatea proprie R, aplicată în centrul de 
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| 
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greutate al corpului. Pentru a ţine corpul în echilibru pe 
planul înclinat, va trebui să acţionăm asupra corpului cu 
o forţă, B. Pentru a; stabili condiţiile de: echilibru îi dăm 
corpului o. deplasare i: AA’ — 3P, virtuală. Punctul de 
aplicație al forţei P va suferi la rindul lui deplasarea B 2105 
a cărei proiecţie pe direcţia fortei R va ti 


dh = BP! - sina = AA!» sin (a): 


Aplicînd, principiul lucrurilor mecanice virtuale (3.1), 
obţinem 


ASP R SR ed. 


“yi 


de unde 
P- AÄ' -+ R- A A! sin(- - g) (i 


sau 


3.1.0. Șurubul 


Șurubul este o maşină simplă ce tace parte din aceeaşi 
categorie, cu planul înclinat. EL este format dintr-un . ci- 


lindru în care este săpat un şanţ; elicoidal, numit shivent 
sau filet, şi este terminat în partea superioară cu un tam- 


bur ce poate fi rotit (fig. 3.6). Şurubul se îmbină cu o piesă 
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numită piuliţă, care, de cele mai multe ori, este fixă. Pre- 


supunind că  frecările dintre surub și piuliţă se pot 


neglija, se acționează asupra şurubului cu forța P, 
aplicată în A, prin intermediul unei manivele sau chei, la 
distanţa 1 de axa Bz a şurubului si perpendiculară pe acea- 
sta. Forţa rezistentă Ẹ îsi exercită acţiunea sa în lungul 
acestei axe. 

Pentru o rotaţie elementară 36, compatibilă cu legă- 
turile, proiecția pe direcţia lui P a arcului de elice infinit 
mic, descris de punctul A (care este un are de cerc de rază 


l şi deschidere 50) va fi 


în timp ce 52 are valoarea 


SR a 


unde 4 este pasul şurubului. 
Aceasta rezultă, din faptul că înaintarea şurubului în 
lungul axei este proporţională cu rotatia sa, pasul 
şurubului fiind egal cu valoarea cu care înaintează şuru 
pentru o rotație completă. Condiţiile de echilibru vor fi 


3.1.6. Sistem de scripeţi 

Un sistem de scripeţi care poate fi folosit pentru ridic 
rea unei sarcini E este redat în figura 3.7. Se dă, sil call 
de aplicaţie al fortei P o deplasare 3P = AA’. Punctul 
de aplicaţie al forței R va căpăta la rindul său o deplasare 
èR = BB". Din analiza figurii se constată că 


— 32 =3858R, (3.4) 


Aplicînd sistemului principiul lucrurilor mecanice vir- 
ale (3.1) și ţinind seama de (3.4), obţinem 


— 


P-5P+4+EB-38R=0; LIP: aR IL R-5R=0 
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de unde 


| 


Za 


N 
| 


28 
E 


» 


AN 
P= 3ER ETAR 4 
© B| $ jóR 
P | f 
A 
R 
Fig. 3.7. Fig. 3.8. 


3.1.7. Sistem de bare articulate 


Fie un sistem compus din 8 bare articulate (fig. 3.8). 

Extremităţile A, și A, pot aluneca în lungul unei bare 
orizontale A; în B este suspendat un corp de greutate R. 
Să determină y mărimea forțelor P ce trebuie să actioneze 
în punctele A, și A, pentru menținerea echilibrului. 

Fie òP și SR deplasările virtuale corespunzătoare for- 


telor P gi B. 


Din examinarea figurii se constă că 


ı = l sina şi h = l cosa. 
Întrucât, 
òP = da = l cosa du, iar dh = — l sinada, 


SR = (8 — 1) dh = — (8 — 1)lsinadea. 


Dr 


Aplieind principiul lucrurilor mecanice virtuale, ob- 
ținem 

2P- èP R: èR- 0; 
deci 


—2 PI cosa da 1) RI sing da = 0, 


1 
P= (4 ) R tea 
9 


şi în general cind sistemul este compus din 27 bare articu- 


late 
La 
P (» — ) R tgz. 
A 


Aceeaşi modelare se poate aplica pentru determinarea 
raportului dintre forţele ce acţionează asupra oricărei 
maşini simple, de exemplu în cazul muflei, palanului, tro- 
liului, penei etc. Se înţelege că modelarea bazată pe prin- 
cipiul lucrurilor mecanice virtuale este limitată; ea nu 
poate da, de exemplu, informaţii asupra randamentului 
mașinilor simple şi nici nu poate fi, în general, folosită 
pentru a determina forţele de legătură ce acţionează între 
diferitele piese ale maşinilor. 


de unde 


. 


3.2. Modelarea sistemelor ce execută oscilaţii ar- 
monice 


Legile mișcării oscilatorii armonice sint identice cu le- 
gile mişcării proiecției m pe unul dintre diametrele BB” 


ale cercului, a unui punct M ce execută o mişcare cireulară 


uniformă, cu viteza unghiulară w (fig. 3.9). Acest model 


JE 
3g 


| 
| 


simplu şi abstract poate servi, prin analogie, la determi- 
narea perioadei de oscilație. a oricărui. sistem ce execută, 
oscilaţii armonice. 

Din examinarea figurii 3.9 se constată că distanţa x, 
numită elongaţia punctului m (ce execută miscarea osci- 
latorie) faţă de centrul O al cercului, luat, ca reper, este 
dată de expresia 


y 


A sin(ot +5), (3.5) 


t fiind timpul, A amplitudinea mişcării (elongaţia ms uximă), 
egală cu raza cercului, iar o, se numeşte faza inițială și este 
egală cu unghiul care îl faee raza cercului ce trece prin 
poziția iniţială M (t= 0) a punctului mobil M, eu dia- 
metrul AA', perpendicular pe BP’. 

Viteza punctului mva, fi egală cu derivata li æ în 
raport cu timpul, 


DPI = A ocos(o tip) 


iar oda va fi derivata vitezei în ri sport cu timpul 
sau derivata a doua a lui æ în raport cu timpul, 


=A o? sin(ot Areo). 


Tinind. seama de (3.5), obtinem. re elația 


care exprimă legea mișcării oscilatorii armonice. Rezultă că, 
în miscarea oscilatorie armonică accele raţia este direct 
proporțională cu elongația; ele au semne opuse. 

telaţia (3.6) este o; ecuaţie difere nţială de ordinul doi, 
iar în analiza matematică se demonstrează că are întot- 
deauna o soluție unică, dacă sint cunoscute condiţiile ini- 
tiale « are corespund, în cazul nostru, amplitudinii A Și 
fazei iniţiale o. De aici urmează că indiferent de metoda, 
folosită, dacă se găseşte o soluție, care verifică această 
ecuatie, ea va fi cea căutată, 

De aceea, dacă pe orice cale se va găsi o lege de miscare, 
exprimată printr-o relaţie de forma l 


k fiind o mărime fizică reală și pozitivă, îi vom putea întot- 
deauna asocia un număr œ astfel încît 


o? = ki o = VE; (3.8) 


astfel vom putea găsi viteza unghiulară a unui punct, în 
mişcare circulară şi uniformă, a cărei proiecţie pe unul 
dintre diametrele cercului va avea mişcarea oscilatorie 
armonică reprezentată de relaţia (3.7). Legea de miscare 
a acestui punct va fi exprimată de soluţia, 


T= A Sin (ot p) A sin (tk F po), (3:9) 
care verifică relaţia (3.6). 

Prin urmare, întotdeauna o relaţie de tipul (3.7) repre- 
zintă o mişcare oscilatorie armonică bine determinată, 
care poate fi scrisă sub forma (3.5) sau (3.6). 

Viteza unghiulară œ, numită şi pulsaţie, dată de relația 
(3.8), este caracteristică oricărei mişcări oscilatorii armonice. 
Se ştie însă că în cazul mişcării circulare uniforme, peri- 
oada T este dată de relaţia 


T=. (3.10) 


Cum însă perioada mişcării oseilatorii armonice descrise 
de punctul m este egală cu aceea a mişcării circulare des- 
crise de punctul M, pentru perioada oscilaţiei armonice 
se obţine relaţia 


T= 2m > (3.11) 


Vom folosi această relaţie într-o serie de aplicaţii, 
pentru determinarea perioadei de oscilație, la diferite sis- 
teme ce execută oscilaţii armonice, neglijind de fiecare dată 
forțele de frecare. 


3.2.1. Pendulul elastice format din mai multe 
resorturi legate în serie 


Vom considera cazul unui pendul elastic, format din 


două resorturi de masă neglijabilă, de 


AN 


i 


un corp M asimilat cu un punct material (fig. 3.10). În 
poziţia de echilibru (fig. 3.10, b) greutatea corpului este 
echilibrată de forţa elastică a sistemului de resorturi. 
Cind corpul este seos din poziţia de echilibru şi apoi este 
lăsat liber, el va începe să oscileze în jurul acestei poziţii. 


ma af 
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seu eh 
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Fig. 3.10. < i aia 
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® 
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Mişcarea oscilatorie este produsă în orice moment de o 
forță elastică variabilă, cu care sistemul de resorturi ac- 
ționează asupra corpului. Se cunoaste din experiență 
că alungirea x a unui resort este proporțională cu forța ce 
acţionează asupra lui, F —kx ; coeficientul de propor- 
ționalitate k depinde de natura resortului și se numeşte 
constanta resortului. 

Considerăm două poziții oarecare ale corpului în miş- 
earea sa oscilatorie (fig. 3.10, a şi 3.10 c). In aceste poziții 
resorturile vor acționa asupra corpului de masă m cu o 
forță, F, ce tinde să readucă corpul spre poziția de echili- 
bru. Conform legii a III-a a lui Newton, la rîndul lui, 
corpul de masă m va acționa asupra celor două resorturi 
cu o forţă egală cu F, dar de semn contrar, producînd alun- 
girile x, şi respectiv 4, potrivit relațiilor 


P = Sha, şi F= —haa, 
sau 
y Lı 1 
PaL a N 
ji 3 
k, ka 


de unde 


în care am notateu y = X, x, deviația (elongaţia) cor- 
pului de masă m față de poziţia de echilibru, iar k, si k 
sînt constantele elastice ale celor două resorturi. S-a in- 
trodus semnul minus, deoarece forța p iy tza întotdeauna 
gt ată în sens contrar alungirii, respectiv comprimării 
ui a. 


Aplicînd legea a Il-a lui Newton, 


F = ma 
şi tinind seama de (3.12) se obţine 


w 
ma = — 


Ja 
fva ivo 


Expresia, arată că mișcarea sistemului de resorturi este o 
mişcare oscilatorie armonică a cărui coeficient de propor- 
ționalitate este E sut) 

1 


În det it a, 
Li 


Hiku l \ 
— pr 
( kı ha ) 


de unde, tinind seama de (3.11), obţinem pentru perioada, 
de oscilație a pendulului elastic 


T= a ]/ m ir 


Dacă avem în serie un număr mai mare de resorturi cu 
constante elastice diferite, evident că vom obţine 


pred MA ENE a a 
/ j. i a fe 
"Va ka I3 / 


De asemenea, dacă pendulul elastic este format dintr-un 
singur resort de constantă k, urmind același nament 
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(3.12) 


vom obţine relaţia 


3.2.2.. Pendulul fizic 


Orice corp solid ce poate oscila în jurul unei axe ce 
trece printr-un punct O’ este un pendul fizice (fig. 3.11). 


As 


/ 
A) 


FA 
A 
yi | 


Din examinarea figurii se; observă că, dacă pend lulu] 
este scos din poziţia de echilibru 0, greutatea &, aplicată 
în centrul de greutate, se descompune în două forțe nF gil y. 
Forta N este anulată de reacţiunea punctului de sprijin, 
încît numai componenta F, îndreptată spre poziţia de 
echilibru, produce oscilaţiile pendulului. 

Forţa F este egală în modul cu 

P = —G sina, 


iar pentru amplitudini mici a <4° — 5°, sina = a, încit 
putem scrie 

Pa a, (3.13) 
Această forță acţionează în centrul de greutate al corpului 
şi este îndreptată spre punetul 0, care se consideră punet 
de origine a mișcării centrului de greutate, 
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Aplicînd formula, sub care se prezintă, legea a doua a 
mecanicii in cazul mișcării de rotaţie, putem serie 


MIE, (3.14) 
în care M este momentul forţei F fată de punctul fix 0’, 
I — momentul de inerție al corpului față de axa de ro- 


tație ce trece prin 0’, iar < accelerația unghiulară. Notind 
cu d distanța de la centrul de greutate O, la O", obținem 


M =Få = —Gad= — mgad = Ie sau 
-~ mgd 


$ 
Înmulțind cu d ambii membri, obținem 


Il 


Lu) 


mgd 
e d= — g a d, 
I 
de unde 
mga (31 
& = ——— g, 3.15 
T (3.15) 


în care a și æ sint acceleraţia tangenţială şi respectiv elon- 
gația centrului de greutate al corpului. Semnul minus 
s-a introdus deoarece forța F are sensul contrar elongaţiei x. 

Observăm că relaţia, (3.15) este expresia accelerației 


unei oscilații armonice, încît conform cu (3.7) putem serie 


„o mga 
iv METALE: i. ed 
I 


de unde, conform cu (3.11), 


3.2.3. Mişcarea oscilatorie a coloanei de lichid în 
două vase comunicante 


! Vom considera două vase comunicante cu ariile sec- 
ţiunilor egale cu A, și, respectiv, A, iar lungimile coloane- 


lor de lichid egale cu 7, şi 1, (fig. 3.12). 


vo 
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i ce 


Dacă se denivelează lichidul şi apoi se lasă liber, coloana 
de lichid va căpăta o mişcare oscilatorie în jurul poziţiei 
de echilibru A A”. Din examinarea figurii 3.12, b, se constată 


a 


că atunci cînd coloana de lichid cu secţiunea A, are o 
abatere de la poziţia de echilibru egală cu æ, datorită pre- 
siunii hidrostatice, asupra întregii mase de lichid va ac- 
ționa o forță F. care tinde să readucă masa de lichid în 
poziţia de echilibru şi care este egală cu apăsarea coloanei 
y de lichid, 


Pe de altă parte, aplicînd legea a doua a mecanicii, obținem 
F = ma= p(l A, + laAz)a. 
Egalind relaţiile pentru F, se obţine 
p(hA + laA2) a = — pg A+ Aa), 


de unde 


Se observă că oscilațiile coloanei de lichid sint oscilații 
armonice, pentru care 
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Şi deci perioada de oscilație va fi 


Se poate verifica uşor că atunci cînd cele două vase comu- 


nicante au acee: ași sectiune interioară d, A, == Azi 


l fiind lungimea intregii coloane de lichid. 
3.2.4. Pendulul de torsiune 


de un fir vertical ce poate executa oscilații de rotaţie în 
planul orizontal (fig. 3.13): 

Experienţa arată că dacă scoatem pendulul din echi- 
libru, răsucindu-l în jurul unei axe ce se confundă cu 
direcţia firului, prin aplicarea unui cuplu de forţe, al 
cărui moment este M — 2r F (fig. 3.13), firul dea termină un 
cuplu de rezistență proporţional cu unghiul de răsucire z, 
deci 


Pendulul de torsiune este format dintr-un corp legai 


M = 27 = Ka, 


unde K este un coeficient de proporţionalitate, între mo- 
mentul cuplului de torsiune şi unghiul «. 


| Mu sia, t 
muti e x Sale ca 
Ci, 


Egalind expresia momentului M din legea a doua a 
mecanicii aplicată corpurilor în mișcare de rotaţie, 


M ei, 
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cu expresia momentului forței Fse obţine 


e = —Kasau Ier = Kar şi la = —Kw, 
de unde 
K 
a= — T, 
I 


a şi «fiind acceleraţia şi, respectiv, deviația de la poziția de 
; a a 
echili] bru a unui punct ce se găseşte la distan nta r de axa de 


| aal urmare, punctele pendulului de torsiune execută 
oscilaţii armonice, încît conform cu (3.7) şi cu (311) 


3.2.5. Pendulul bifilar 


'endulul bifilar este compus dintr-o bară prizoptalá 
A B, de grosime neglijabilă şi grea, de lungime egală cu 


R P R D 
sd Lada Zi + 
LA | | 
rA A | 
| | ji 
II ii 
E | Ii i j 
UT | | he [| 
| NEI ma H 
| | 
f: E | | 
| ; | | 
|! i] | | 
| | | 
| i 
i į 
Fig. 3.14 
naNO, 
[4 | 
M 
a b y 


l, suspendată de capete prin două fire preda ari şi pen 
greutate, de lungime ] (fig. 3.14). Bara orizontală AB poate 


4T 


oscila în jurul unei axe fixe, verticale OZ, ce trece prin 
mijlocul ei. | 
Bara orizontală AB, de lungime l’, are greutatea G, ce 


: A ý G ` 

se descompune în două componente egale cu tele ȘI care 
acţionează la capetele celor două fire de suspensie. Cînd 
pendulul este deviat cu un unghi mic 0 şi adus din poziţia 
AB în poziţia A'B’, forta -5 ; aplicată în A’, se descom- 


pune în două componente: N, în direcția firului de sus- 
peep te pP : n : X G š 
pensie A'P, şi alta F, perpendiculară pe ambele si- 


tuate în planul triunghiului PA'M (fig. 3.14, c). Forţa N 
este anulată de reacţiunea firului. 
Din examinarea figurilor 3.14, b și 3.14, e, obtinem 


[i : e ($) A G 
DATERT SA y =T sin sau sin y = — - sia 
2 ; l 2 


Cum pentru oscilaţii mici putem serie sin y = y, vom avea 


AI, L 
y =- SIN 


> 


De asemenea, din 


F tey, 
pentru oscilații mici, tgy œ y, din care rezultă 
ñ G a E MURI 
F y= — sin —-. (3.16) 
9 i 9 


9 


Momentul care acţionează asupra barei fiind un vector, 
avem 


sau 
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Pe SO 


şi, ținind seama de (3.16), se obţine 


mgl? 0 0 mgl? 
M = Pie kA sin — Cos — = ATU ti sin 9 
2l 2 2 


Și întrucit pentru oscilaţii de amplitudine mică, sin = 8 
putem scrie 
mgl” 
4l 
Aplicînd legea a doua a mecanicii pentru corpurile în 
mişcare de rotație şi introducind expresia momentului de 
inerție al unei bare în raport cu axa de rotație, obtinem 


M = 


s fiind acceleratia unghiulară a barei. 
Egalind aceste două expresii ale lui M, rezultă 


ml? mgt? gany 4 
H a ES ge 9! 0 sau = — 0,1 49.10 
12 4l / 


din care putem obţine relaţia dintre acceleraţia, a şi elon- 
gația a, pentru orice punct al barei, înmulțind ambii mem- 
bri cu distanţa r dela un punct al barei la axa OZ. Într-ade- 
văr, avem 


30 CIA 
re = — y rO satua: == a pi 
t , l 


ceea ce dovedeşte că toate punctele barei execută oscilaţii 
armonice a căror perioadă este, conform (3.7) şi (3.11), 


34 ay a 
ASS o Ap 2 |] tal 
3g 


expresie valabilă pentru oscilaţiile mici ale pendulului 
bifilar. 


3.2.6. Perioada de oscilație a unor sisteme simple 


Aplicînd aceeaşi metodă, se vor putea determina. cu 
uşurinţă şi perioadele altor sisteme ce pot oscila armonic. 
Pendulul matematic este compus dintr-un corp asimi- 
lat cu un punct material greu, ce poate oscila la capătul 
unui fir de lungime l, inextensibil şi fără greutate (fig. 3.15). 
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4 — C. 2 


Pentru oscilaţii de amplitudine mică, făcind aproxi- 
matia F ~ —Ga, se găseşte că, 


5 
> 
i á site Filiera LS 
J£] | 5 | | | 
| | | EN 
/ = "păi [| 
ZU. - | | 
J | LL | 
L RE) 
vZ ti 
Fig Fig. 3.16. Fig. 3.17, 


Pendulul elastic format din două resorturi așezate în 
paralel (fig. 3.16). Dacă se notează cu k, şi k, constantele 
celor două resorturi şi cu m masa corpului, pentru perioadă 
se obţine expresia 


Pentru demonstrărea relaţiei de mai sus, se consideră 
mărimea unghiului œ neglijabilă, încît forţă 


an EN 
PE +a, 


F, şi F, fiind forțele cu care cele două rese 
asupra corpului de masă m. 

Pendulul trifilar (fig. 3.11).1 
raza r, cu moment de inerție I, masă 
trei fire verticale de lungime L., Întreg. sistemul 


py 


: Eyr yyy lia ] 
Ste compus dintr-un dise cu 


m, Suspendai 


prin 


poate oscila 
l 
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în jurul unei axe verticale ce trece prin centrul discului. 
Raţionind la fel ea în cazul pendulului bifilar, se obţine. 


poa |E 
mgr? 


Dacă discul este cilindric, introducînd valoarea momen- 
tului de inerție, 


relația se reduce la 


3.2.7. Rezonatorul Helmholtz 


Rezonatorul Helmholtz are o formă aproape sferică, 


gol în interior și cu două deschideri diametral opuse (fig. 
3.18). În funcție de dimensiunile sale, acest tip de rezo- 


nator este capabil să intre în rezonanţă cu un sunet de o 
anumită frecventă. 

Modelul oscilatorului armonic, folosit în exemplele pre- 
cedente, permite să se calculeze perioada oscilaţiilor pro- 
prii a aerului în rezonatorul Helmholtz. Se presupun cu- 
noseute suprafaţa © a secţiunii gitului rezonatorului, l — 
— lungimea lui, V — volumul cavităţii sferice şi e —viteza 
sunetului în aer. Din cauza frecvenţei mari, datorită com- 


primărilor și destinderilor aerului din rezonator, variațiile- 
de temperatură nu vor avea timp să se egaleze prin con- 
ductibilitate termică în perioada unei oscilaţii. Aproxi- 
mind aerul cu un gaz perfect, aceste variaţii se vor pro- 
duce adiabatic, conform relației lui Poisson, 


pV” 


const, 


unde p este presiunea constantă a aerului din interiorul 
rezonatorului (egală cu cea atmosferică), V — volumul, 
iar y — raportul dintre căldura masică la presiune con- 
stantă şi căldura masică la volum constant. 
Pentru variaţii mici de presiune Ap și de volum AV în 
unda sonoră, putem scrie 
(p + Ap) (V + AV) = pV” 
sau 
A [eg AVI 
s E ee [1 + 
Vi 


p 
Dezvoltind membrul al doilea după formula binomului 
lui Newton, obținem 


Ap AV yly +1) (AV 
p i V 2 

Neglijind termenii de ordin superior, în continuare rezultă 
AV 

7 
Mărimea variațiilor presiunii la trecerea undei sonore se 
numeşte presiune sonoră sau suplimentară. Considerin d 
întreaga masă de aer din gitul rezonatorului ca un piston 
ce oscilează şi acţionează asupra aerului din interiorul său, 
obţinem 


Ap = —Yp 


Ap = —yp-—As, 


în care Ay este elongaţia particulelor din gitul rezonato- 
rului. 

Forţa elastică variabilă ce acţionează asupra întregii 
suprafeţe S va fi 


F = SAp sau F = — yp — Aa, 
| 
de unde, notind cu m şi e masa şi, respectiv, densitatea 
aerului din gîtul rezonatorului şi cu a acceleraţia, se obține 


8? 
pai 
p 


E — me Ze AO a = =y f 
E = ma = 5400 = yp 


«n 
DN 


(am înlocuit elongaţia Aw cu æ), încît 


ALIS. 
ESERE NENA 


Vip ol 


> altă ep r r Le ae Aa a 
Pe de altă parte, se ştie că viteza suneiuiii în aer este 


] 1) e: 
c= J- L Sau y = = 
r y 


a 15) 
CED 


de unde 


a = = = 


Vi 


şi, conform cu (3.7) şi cu (3.11), perioau oscilatiilor proprii 
ale rezonatorului (care intră în rezonantă cu un sunet 
avind aceeași perioadă.) este 


j 
TRIA 
Cc y 5 


Frecvența de rezonanță arezonatoarelor depinde aşadar 


de dimensiunile acestora. 


3.2.8. Circuitul oscilant 


Vom considera un circuit oscilant, compus dintr-un 
Se | sny : Y . . 
condensator C, o bobină cu induetanţă L şi de rezistenţă 


manan l = — 


Fig. 3.19. „ 


pi 
| 
L sul 


neglijabilă și un întrerupător I (fig. 3.19). După încărcarea 
condensatorului, la descărcarea sa, în circuit ia nastere un 
curent electric. La rindul său, curentul electric variabil 
dă naştere unui cîmp magnetic variabil. Rezultă că energia 
cîmpului electrostatic, mai precis energia dielectricului 


condensatorului, W, = g CU?, în timpul descărcării con- 


4 


densatorului suferă o variaţie echivalentă de creştere a ener- 
giei bobinei cu ieman ri sub formă de energie a cim- 


pului magnetice VW, = — LI?, astfel încît întotdeauna, 
va exista relaţia: — aw, = dW- Cal urmare | 


variaţiei energiilor în cele două sisteme fizice, conden- 
satorul şi bobina, în circuitul respectiv va lua naștere un 
curent electric alternativ. 

Pentru a descrie matematic acest fenomen se scrie 
teorema a doua a lui Kirchhoff, considerind că în fiecare 
moment suma tensiunilor la bornele condensatorului si 
ale bobinei este egală cu zero, 


Ue Ur, (8) 
în care 
Q -di 
ae : Şi up L—, 
( dt 
deci 
€) di 
L S (a 
C dt 


derivind în raport cu timpul, obţinem 


1 dQ di d ] 
+] 0 sau —— - — 4 
0 di di? dt? LO 


Ultima ecuație diferențială este analogă cu (3.6) si (3.7), 


ceea ce arată că in circuit a luat naștere un curent sinu- 
soidal. În conformitate cu (3.7) şi (3.11), 
| ] MERSE FA 
PSS , iar T = 2r YIO. 
LC 


Ultima relaţie se numeşte formula lui Thomson și ne dă 
expresia perioadei de oscilație a curentului oscilant. 


* 


Se mai pot găsi multe alte exemple care să satisfacă 
modelul simplu al oscilatorului armonic, arătat la înce- 
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putul acestei secţiuni, Ne dăm uşor seama că modelul 
ales este limitat; el nu poate da indicaţii pentru cazurile 
în eare forțele de frecare nu pot fi neglijate; cînd oscila- 
tile devin amortizate şi nici în cazul oscilaţiilor întreţi- 
nute. În aceste cazuri trebuie construite alte modele, care 
să acopere domenii mai largi. Vom descrie în paragrafele 
următoare cîteva astfel de modele. Aceste modele au cali- 
tatea de a îi suficient de intuitive şi folositoare din punct 

de vedere metodic, ceea ce face ca modelele mecanice să 
poată fi întrebuințate, prin analogie, pentru înţelegerea 
curentului electric, a curenților ce se produc în circuitele 
oseilante, a rezonanţei ete. La rîndul lor, unele sisteme 
mecanice vibratorii complexe poi fi studiate cu mai multă 
ușurință dacă sînt modelate prin circuite electrice. Folo- 
sirea modelelor electromecanic atru înţelegerea altor 
capitole ale fizicii trebuie totuşi făcută cu AAHS AA mţă, 
i este întotdeauna necesar să se arâte limitarea lor pen- 

ru a evita o aluneca mecanicism. 


pen 


3.3. Analogii electromecanice 


3.3.1. Modele analogice, mecanice, folosite pentru 
înțelegerea fenomenelor IA curentul 
electric continuu 


Multe dintre temele care trebuie însuşite de către c k care 
studiază fizica sînt destul de aride, greu de înțeles. Pentru 
înțelegerea lor, un bun profesor de fizică face anumite 
legături cu alte capitole studiate mai înainte, realizează o 
serie de binisor e care îl ajută edare. Aşa, de exemplu, 
analogia care se face í a de translație și cea 
de rotaţie în jurul lidului rigid facilitează 


area mişcării de rotaţie. 


ntre 


ie 


cele ce urmează 
plecînd de l 
de către fie 
n experienţă 


descrie unele modele prin 
că stăpînirea unei rezerve 
proiesor este un tezaur care 
îi obţinut şi dezvoltat. 

A hedoi dintre circuitul electric ṣi modelul său 
gravitaționė al. Deşi tinerii posedă unele cunoştinţe de 
electricitate din şcoala generală, este uneori dificil să-i 
facem să înțeleagă mecanismul transportului de purtători 
de sarcini, într-un circuit electric. Pentru facilitarea înţe- 
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legerii acestei probleme, se poate apela la analogia dintre 
un circuit electrice simplu şi modelul său gravitațional. 

În acest sens, fie un circuit electric simplu, compus din 
sursa electrică E, cu rezistenţa internă r, și rezistorul R (fig. 
3.20). Sensul curentului electric coincide cu sensul de 


| 
| 
k+l 
| +£ 
T 
| 
| À 
Fig. 3.20. Fig. 3.21. 


mişcare a purtătorilor de sarcină pozitivă, în cazul nostru 
sensul acelor de ceasornic, se pune problema menținerii 
unei intensităti de curent electrice constante, fapt ce este 
asigurat de sursa de energie E. Variatia energiei sursei, 
în timpul transferului de sarcini, determină un lucru me- 
canic. Conform principiului întii al termodinamicii, dacă 
conductorul din care este confectionat rezistorul R este 
izolat (Q = 0), lucrul mecanic respectiv contribuie integral 
la creşterea corespunzătoare a energiei interne,- deci ia 
încălzirea conductorului. În caz contrar, o parte a lucrului 
mecanice determină creşterea energiei interne, într-o măsură 
mai mare sau mai mică, iar altă parte se regăseşte în 
căldura transferată spre exterior. 

În figura 3.21 este desenat analogul gravitațional al 
circuitului electric, prezentat mai sus. Locul sursei. elec- 
trice este luat de om, care, prin ridicarea bilelor, efectu- 
ează asupra acestora un lucru mecanic, trimiţindu-le 
printr-un jgheab, într-un vas cilindric, în care se află 
un lichid viseos. Din acest vas, bilele ajung din nou la om. 
Miscarea bilelor este uniformă atit pe cele două jgheaburi, 
de sus şi de jos, cit şi în vasul cilindric, dacă omul ridică 
si dă drumul la bile în mod ritmic, depunind de fiecare 
dată acelaşi efort. 

Creşterea. temperaturii lichidului viscos are loc în 
urma creşterii energiei sale interne, ca urmare a lucrului 
mecanic efectuat de bile, iar lucrul mecanic rezultă în 
urma scăderii energiei cimpului gravitațional. 

b. Definiţia curentului electrie. Curentul electric se 
definește ca transportul de electroni liberi (purtători de 
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sarcină) printr-un fir conductor, stabilirea curentului 
prin fir realizindu-se instantaneu. Faptul că viteza de 
antrenare a electronilor este mai mică decit 1 mm/s, con- 
trazice definiția de mai sus şi, în realitate, curentul elec- 
trie nu este o simplă translație de electroni, mecanismul 
său fiind ceva mai complicat. 

Pentru a scoate în evidenţă acest mecanism, se poate 
imagina următoarea experienţă. Vom considera un tub 
plin cu apă, care are un capăt închis și prevăzut cu un indi- 
cator de presiune, iar la celălalt capăt este adaptată o 
pompă. Tubul fiind plin cu apă, introducind cu ajutorul 
pompei o cantitatea suplimentară de apă, se produce un 
excedent de presiune care se transmite de-a lungul tubului, 
pină la capătul opus. Viteza de propagare a undei este 
independentă de translaţia moleculelor lichidului şi deci, 
in acest caz, nu moleculele de apă se deplasează, ci 
unda de presiune. 

În mod asemănător, în cazul curentului electric nu 
electronii se deplasează, ci unda, electromagnetică. Cind 
printr-un conductor metalic trece un cureni electric, toți 
electronii liberi din conductor intră într-o anumită stare 
de vibraţie, care se propagă prin conductor cu viteza lu- 
minii. 

c. Analogia dintre circuitul hidrodinamic şi cel eler- 
trie. Să considerăm un sistem de tuburi din sticlă, în care 
se găseşte apă, capătul B fiind închis (fig. 3.22 a). Se con- 
stată că nivelele coloanelor de apă din tuburile piezometrice 
sint aceleaşi (principiul vaselor comunicante), fapt ce 
arată că lichidul din conducta AB apasă asupra peretelui 


cu aceeaşi presiune pe toată lungimea conductei, presi- 
une măsurată de înălțimea coloanelor de lichid. 

Dacă se deschide capătul B, lichidul începe să curgă, 
iar nivelul acestuia în tuburi scade, pe măsură ce ne apro- 
piem de punctul B, unde nivelul este zero (experienţa lui 
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Bernoulli). Mai mult, se constată că aceste nivele se află. 
pe o linie dreaptă, ceea ce arată că presiunea seade unitorm 


pină la zero, de-a lungul coloanei AB (fig. 3.22, p). 
Fie q debitul conductei AB, unde q = —>» adică 


volumul lichidului care se scurge prin conductă, raportat 
la timp. Considerind un lichid incompresibil, an 


Matata dinamică ş și o conductă de lungime 1 și cu r 
r, saficient de mică, încît curgerea să fie laminară, se po 
să pă legea lui Poisenille, 


Ai d e AST 
q =H Pa Pr 


e iah PI, m 3 


lr 


i 


care arată, că debitul este proporțional cu diferența de 
presiune ce produce curgerea şi eu puterea a patra a razei 


conductei şi este invers proporțional cu lungimea conductei 
şi cu coeficientul de viscozitate al lichidului. 

Dacă se au în vedere două puncte oarecare de pe c 
ductă, cărora le corespund înălțimile coloanelor H si 
ale lichidului, în tuburile piezometrice, a 


Pa — Pe = pH — h), 


deci 
„ri Hi -h 
q —— — , (3.18) 
yj / N J 
de unde 
y M qlr 
A r EA 
Krt 
ceea ce arată că atunci cind q = const, presiunea lichidu- 


lui scade o dată cu creşterea lui Z. 
Punind relaţia (3.18) sub forma 


H —h 
4 = m 
i l 
şi notind 
l 
R= (3 
; PE >.19) 
Krt j 
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numită rezistența hidrodinamică, se obține 


E mir Ea (3.20) 


ceea ce arată că debitul este BP PARI A cu diferenţa de 
presiune dintre capetele conductei şi invers proporțional 
cu rezistenţa hidrodinamică R. Dacă se are în vedere re- 


laţia de definiţie a presiunii, p = F/S, se constată că debi- 
tul depinde de forţa pe unitate de suprafață cu care este 
impins lichidul şi de rezistenţa de frecare a lichidului. 

Să, transpunem rezultatele din hidrodinamică la trans- 
portul electronilor printr-un conductor electric. 

Să observăm în primul rind că diferenței de presiune, 
H — N, responsabilă de curgerea lichidului, îi corespunde 
diferenţa de potenţial | Vp (fig. 3.23), datorită căreia 
are loc transportul de ie flo) troni. În ti impul curgerii lichi- 
dului, presiunea se micşorează continuu; în mod asemă- 
nător, potențialul electric scade de-a lungul circuitului, 
de la polul pozitiv al sursei electrice pină la polul negativ, 
trecînd prin circuitul exterior. Atit diferenţa de presiune 
hidrodinamică, cit şi diferenţa de potenţial electric sint 
cu atit mai mari, cu cit cele două perechi de puncte con- 
siderate. sint mai depărtate între ele. 

Debitului de Lichid q.— V/i, egal, deci cu raportul 
e volumul de lichid ce trece prin secţiunea conductei 
şi timpul ż, îi corespunde intensitatea curentului electrie 
i Olt, mărimile q şi 7 răminind constante, prima de-a 
lungul conductei considerate, iar a doua, pe întreg cir- 
cuitul. 

Dacă se are în vedere relatia (3.20) pentru debitul de 
lichid, o relaţie asemănătoare se poate serie şi pentru 


gi 
© 


intensitatea curentului electric, 


ceea ce arată că rezistenței hidrodinamiee îi corespunde 


rezistenţa electrică în circuitul electric. Relaţiile (3. 20) şi 


0 = a re 
(3.21) reprezintă legea lui Ohm, prima pentru hidrodi- 


namică şi a doua pentru electrocinetică,. 
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Fig. 3.24 


La fel ca și rezistența hidrodina ică, se constată că gi 
rezistența electrică, pentru circuite filiforme.. este propor- 
țională cu lungimea conductorului. Variatia rezistenței 
cu secţiunea este ceva mai complicată în hidrodinami 
decit in electrocinetică, 


€ 


Toate cele spuse mai sus reies și mai bine din analizarea 
comparativă a celor două circuite din figura 3.24 : circui- 
tul hidrodinamic (a) și circuitul electric (b). Dacă W este 
energia sau lucrul mecanic efectuat la deplasarea pisto- 
nului pe distanţa l, atunci | 


W. = Fl = ps, 


unde p = F/S este presiunea exereitată pe pistonul de 
secțiune S. Deoarece SI este volumul de lichid deplasat 
în timpul ż, rezultă 

N AR A 


unde q este debitul de lichid. Rezultă imediat W — pqî 
sau j 


W = (H hyt. 
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În mod analog, energia transferată de electroni între 
cele două puncte ale circuitului va, fi 


pi AV mec AY Diez Uli be 


Revenind la hidrodinamică, credem că este interesant 
de gat it că primul care a intuit posibilitatea și a construit 


dispozitivele necesare pentru transmiterea energiei meca- 
nice prin medii lichide a fost savantul român G. Constan- 
tinescu, întemeind ramura fizicii intitulată sonicitate. Gi 
Constantinescu a descoperit rea formală, dintre elec- 
tonică şi sonicitate, ajungind să transpună o mare va- 
rietate a dispozitivelor din electrotehnică în sonicitate. 
Însuși G. Constantinescu afirma că „analogiile sint atit 
de mari din punet de vedere teoretic, încît unui inginer 
care ar citi o carte de sonicitate i s-ar părea că citeşte o 
carte de electricitate” 

d. Analogia mecanică a unui condensator. Să observă 

din nou circuitul hidrodinamie din figura 3.24, a, ceva 
circuitului electric din figura 3.24, b. Cele două capete ale 
corpului de pompă nu vor mai fi unite între ele printr-o 
condugtă, ci vor fi legate la două rezervoare A, și A, 
(fig. 3.25). 
În întreg sistemul ji află un fluid compresibil, in echi- 
libru, la presiunea pg. Acţionind asupra pistonului cu forța 
F, un volum de fluid = este scos din compartimentul A, 
şi i 
€ 


introdus în A,. În acest fel, presiunea creşte în A, şi 
levine 
Pi = Po + OV 
jar in A, scade 
Pa = Po — CV. 


Intre cele două rezervoare se stabileşte diferenţa de presiune 
P = Pı — Pa = (Ci + C) V = CF, 


unde Ci, C, şi C sint constante ce depind de compresibili- 
tatea fi kuan şi de volumul rezervoarelor. Dacă S este 
suprafaţa pistonului, echilibrul se stabileşte atunci cînd 
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FIS = p. În cazul în care echilibrul este stabilit, nu mai 
există diferenţă de presiune, iar curgerea fluidului încetează, 

Acest dispozitiv reprezintă, analogul mecanic al con- 
densatorului şi anume : rezervoarele A, Şi A, sînt analoape 
armăturilor  condensatorului, volumul de fluid V este 
analog cu sarcina electrică Q, diferența de. presiune este 
analogă cu diferenţa de potenţial, iar constanta C este 
analogă capacităţii condensatorului. Aceste concluzii per- 
mit scrierea unei relaţii valabile pentru condensatori şi 
anume 


U T CO, 


U fiind tensiunea sau diferența de potenţial dintre plă,- 
cile condensatorului. 

Dăm mai jos, în sinteză, unele elemente și mărimi anaa- 
loage ale circuitului hidrodinamic şi celui electric. 


Circuit hidrodinamic Circuit electric 

Sursa de tensiune 

Conductor electric 

Armătură a condensatorului 
Diferența. de potenţial, Va4 — Va 
Sarcina electrică, Q 

Rezistența electrică, R 
Intensitatea curèntului electric 


Pompă 

Conductă 

Rezervor de lichid 

Diferenţa de presiune, H — 4} 
Volumul fluidului, V 
Rezistenţa hidrodinamică, R 
Debitul volumic de lichid 


q=V t= Qj 


a EE Va Vh 
Legea lui Ohm g mii Legea lui Ohm [= -< 9 


5.3.2, Analogii rezultate din studiul circuitelor 
electrice de curent continuu şi al celor 
de curent alternativ 


a. Introducere în metoda de reprezentare complexă a 
mărimilor sinusoidale. Vom relua, funcţia 'sinusoidală de 
timp (3.5) scrisă sub forma 


p = Vu sin (at + e). 


Această funcţie trece prin aceleaşi valori şi în acelaşi 


sens în intervale de timp egale cu perioada T. Expresia 
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de mai sus defineşte o miscare oscilatorie armonică. Con- 
stanta V,, se namește amplitudine, ea fiind egală cu valoarea. 


maximă pe care o poate avea funcţia e. Mărimea: 


ky 


O a x 


= ot + ọ se numeşte fază, iar ọ fază iniţială. Sînt, cunos- 

ee x 2 L à 5 , m° 
cute relațiile următoare. dintre, pulsatia. e, perioada 7 
şi frecvenţa v : 


Dy 
O = = Dny 
E 


În dezvoltările următoare vom folosi metoda simbolică 
de reprezentare în planul complex a mărimilor sinusoidale. 
Prin aceasta calculul cu funcţii sinusoidale care au aceeaşi 
frecvenţă, deci aceeași pulsaţie, poate fi mult simplificat. 

Pentru a înţelege în ce constă această metodă, vom 
lua un vector V de modul Vm care face unghiul e cu axa 
Ov din planul complex (fig. 3.26). Proieeţiile lui pe cele 
două axe ale acestui plan sînt 

PE AM 


cosg, b = iVn Sing. 


Expresia 
- isin 9) (3.22) 


| 
z 
7 


a fazorului V. 


se numeşte reprezentarea trigonometric: j 
Vom folosi convenţia ca vectorii” care se exprimă prin 
numere complexe să fie notaţi cu o bară dedesubt. 

Prin reprezentarea unei mărimi complexe V printr-un 
vector în planul complex, fiecărei mărimi sinusoidale i se 
asociază deci cite un vector (liber) în acest plan. 

Din relaţiile precedente rezultă 


dă = Va? i d b2 si p = are 


S 

1 

| 
i 
Wo 
O 


cu condiţia ca atunci cînd se stabileşte valoarea lui g, 
se ia în consideraţie și cadranul trigonometrie în care se 
găseşte fazorul V. 

Deoarece în operaţiile care se fac cu funcţiile sinusoi- 
dale, pulsaţia « are permanent aceeaşi valoare constantă, 
o astfel de funcție sinusoidală este definită, dacă se cunose 
două dintre mărimile a, b şi unghiul o. 

În conformitate cu relaţiile lui Euler, 


Cosg: + ising = e!? şi coso — isina = e", (3.24) 
putem exprima fazorul (3.22) prin relația exponențială 


rà A - „i$ 
SW a E 


care poartă numele de reprezentare simplificată complexă 
a fazorului V. 

În această expresie, mărimea e arată că fazorul V 
este rotit în sensul trigonometric cu unghiul o. 

Exemplu. O mărime sinusoidală, exprimată prin 

v = 4 sin(ot + 30°) 
este reprezentată complex prin fazorul 
y = 4 et — 4(c0s530” + isin 30%) = 2 V3 +2. 


Invers, expresiei reprezentate complex prin 


„Al atu ue A i4 


y} 


9 X 


(fig. 3.27) îi corespunde funcția sinusoidală a cărei ampli- 
tudine sau modulul fazorului este 


Va = VEF V5, 
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iar npghiul făcut de fazor cu axa Ogy se obtine din relaţia, 


4 are ie = b5 26. 
“9 


PRE oa vata la A d 
i inel insa seama că tazorul se găseste în cadranul TT, un- 
ghimi: caleulat trieonometrie este 


ọ = 180” — 63°26" = 116034, 
de unele 
E= —2 + it = 25 (cos 11634 + i sin 111634) 
ASA V5 gi 116.34 


e = 2 VBsin(oot + 11634). 


h perati] < i ' i 7 Şi 

b. Operatii algebrice cu tazori. Adunarea fazorilor 
(exemplu). Se dau mărimile sinusoidale : 

d, > 2 Sin(ot.- 75") şi oa = 6 sin(ot +25), 

ele fiind reprezentate trigonometric prin fazorii 

V, = 2 (cos75° + isin75°) şi V, = 6(cos 25° + isin25°). 
Suma acestor fazori va fi ecală 
Duma acestor fazori va fi egală cu fazorul 
V = Vi + Va = 2(0,26 + î0,97) + 6(0.91 + i 0,42) 


= 0,52 + 5,46 + i (1,94 + 2,52) 


ERER 


V — 5,98 + i 446. 


Acest fazor va reprezenta o funcție sinusoidată cu ampli- 
tudirea 


5,98? + 4,46? = 7,46 


și faza iniţială 
41,46 LALN 
ọ = are tg ——— — es" 
5,98 
deci va corespunde funcției sinusoidale 
v = 7,46 sin(ot + 36°43’), 
reprezentată prin fazorul 
L pE E iA 


Această operaţie este reprezentată grafic, complex în fi- 
gură 3.28. 


Înmultirea, împărțirea şi ridicarea la putere a fazor 
(exemplu). Se dau fazorii 


Le ze ut l bi DAE 


Produsul lor va fi fazorul 


P oa Vi V, j Bei20 . 5 eis Y$ ei(20 


care are următoarea reprezentare trigonometrică : 
V = 15 (eos65” + isin 65°) 

şi corespunde funcţiei sinusoidale 

v 15 sin(ot 

În mod analog se procedează la împărțirea faze 
Fie V, d 4ei 2 şi Va & ei60, 


de unde 


sau 
v = 0,5 sin(ot — 40°). 
Pentru ridicarea la putere a unui fazor, fie 
V, de, 
Ridicat la puterea a treia, de exemplu, se obţine 


V = V? = (9ei20)3 — 8i60 — 8(cos 60 i sin 60°) 


ü =8 Stnlet i D 


Derivarea fazorilor. Fie functia sinusoidală reprezen- 
Vn Sin(ot + 9) => V. Aplicind func- 


tată prin fazorul v 
i 


tiei v regulile obişnuite de derivare, se obține 


åy dv : , PA T 
m = = o Vpn cosfot+ o) = oV asin] ot -4 cv = 
di di 2 
ilẹ +3) sa bă 
=> oV„e chic i A CA: aul Mi ie 
T + N s i T 
= OVa | COS ; -isin ; Erio (3.25) 


rimi sinusoidale îi corespunde, în domeniul reprezentărilor 
complexe, înmulţirea cu ic. Deci în planul complex, deri- 


vării îi corespunde o rotire a fazorului cu „ În sensi po- 


zitiv, şi mărirea lui de œ% ori (fig. 3.29). 
Se demonstrează în acelaşi mod, că derivatei de ordi- 
nul n a funcției sinusoidale ii corespunde expresia 
do 


dt” 


iw)" Yi (3.26) 


tegrarea fazorilor. Fie aceeaşi funcţie sinusoidală, 


reprezentată prin tazorul 
d = Vainot + o) >F, 


căreia ne propunem să-i calculăm integrala. Aver 


: W COMUTA V 
| V di =\vdi \ V asin (ot -+ odt — 7008 (abp) = 
y v (0) 
/ = V, 
- sit wt D ZI | => e 
€ 2 ©) 
Va (220) ie Fi T 
e e | COS SIN 
) OGN 2 
Va m | i Li | TRO k 
= — por rS Vn ena e e — Y (39.21) 
c KO) KO) 0) 


Rezultă că integrării unui fazor îi corespunde în do- 
meniul complex împărțirea fazorului cu œ și rotiriea sa în 


0). 


sens negativ cu — (fig. 3. 
DA 


e] 


-wb 


Fig. 3.29. Fig. 3.30. 


. Folosirea metedei simbolice pentru calcularea mări- 
milor caracteristice circuitelor electrice de curent alter- 
nativ. În aplicaţii prezintă un interes deosebit circuitele 
formate exclusiv din rezistoare, bobine (care pot sai 
fi cuplate magnetic), condensatoare gi surse de ten le. 
Pentru simplificare, circuitele de care ne vom ocupa în 
cele ce urmează nu vor conține bobine cuplate magnetic. 
Tensiunile şi curenţii care apar în aceste circuite vor 
fi sinusoidale, de forma: u =" Usin(ot + p) sau e= 
= 5, sin(ot + o) si i= Imsin(ot o). În aceste exp resii 
u, e, i sint valorile instantanee, adică valorile tens 
sau tensiunii electromotoare si intensității curenților pen- 
tru o anumită valoare ta timpului; Unm, Êm și Îmi int ] 
rîndul lor valorile maxime sau amplitudinile acestor i 
În electrotehnică se folosese mărimile reprezenta te prin 
simbolurile U, $, I care se numesc tensiuni, tensiuni 
electromotoare şi, respectiv,  intenşităţi efective sau 
eficace. Pătratele acestor mărimi sint egale respectiv cu 
media pătratelor tensiunii, tensiunii electromotoare sau 
intensității în timpul unei perioade. Din calcule rezuită 


Cu ajutorul ampermetrului și voltmetrului construite 
pentru curenţi alternativi se măsoară tocmai aceste mă- 
rimi. 
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În cireu zi tele descrise în continuare. frec venta, deci şi 


pulsatia vw, va avea întotdeauna, ace seagi valoare constantă. 
Fie un circuit (fig. 3.31) compus dintr-o bobină de in- 


ducta nţă L, un rezistor de rezis tență R şi un condensator 


SAU! MRI SE Mud 


de capacitate C, montati în serie şi alime nte ți la o sursă, 
cu tensiunea alternativă, u =U, sin(oot + 9). Contotm 
legii a doua a lui Kirchhoff, 


a Mazar $, Ui = Ur, F Ur + Uo => U. (3.28) 
Se știe însă că 
di ; 
uz => Lo Și ua => Răi, 
di 
de asemenea, 
dQ El [a } 
Q = Cuc; — = i, duc- a A dl P 
dt 0 $ 


T) 


Introducind aceste valori în expresia (3.23), obținem ecua- 
ţia integro-diferenţială, 


i i ! b 
L + Ri +- (iar Hak. (3.29) 
di C) i i 
Ținind seama de relațiile (3.25) şi (3.27), se obtine 
“ga “e AM j 
iLol + RI + -= =U (3.30) 
Cw 


Sau 


deci 


Am notat cu Z expresia 


PRA (zu PE e (3.32) 
P: 


LC J 


care se numeşte impedanța electrică complexă. Mărimea 


se numeşte reactanţă, Lo fiind reactanţa inductivă, iar 
| Ma: 

» reactanţa capaciiivă. 
Co 

Să considerăm din nou un circuit (fig. 3.32) compus din 
inductanța L, rezistorul R şi capacitatea 0, montate în 
paralel şi alimentate la o sursă de tensiune alternativă 
4 = U a Sli 0). 

Ecuația de echilibru a curenților pentru această schemă, 
obţinută prin aplicarea legii întii a lui Kirchhoff este 


ws 
>) 
— 


lat ir Fiti. (: 


+ 
s 
D 


ee — H- ES 


OS 


= 


tp = ———9 


di, 4 ] i ie 
su = D sau di; = =u dt, deci i; Au di. 
wA dt L L ~ 
Introducind valorile lui fc, ir, iz in relatia (3.33), se 
obține ecuația integro-diferențială 


~n du u ME AE ; ` 
0 Si er ANRE WOR ju di = 9. (3.84) 


R L 


Tiņînd seama de (3.25) şi (3.27), obţinem expresia ei com- 
plexă 

ii rai Lia PA 

iCeoU +- Ul I 


sau 


de unde 


deci 
U 
I T (3.37) 
i 


Expresia 


se numește admitanţă complexă şi este egală cu suma, 
inverșilor termenilor ce intră în relația impedanţei com- 


i 
lexe (3.32). În relaţia (3.36) Z este im pedanța complexă 
a sistemului din figura 3.32, compus dintr-o induetanţă, 
un rezistor şi o capacitate aşezate în paralel, spre deosebire 
de valoarea lui Z exprimată în relaţia (3.32), care reprezintă 


U 


impedanţa aceloraşi elemente dispuse 
3.31). 

Prin urmare, în conformitate cu 
rile de tensiune rezistive, inductive 


in serie (fig. 


317), căde- 
ve se re- 
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k 


regină, complex sub forma cenerală 
7 i i 


i EEVA (3-38) 


Impedanţa complexă poate avea in cazul cel mai simplu 
oricare dintre valorile 


i 
Z ? R, Z ial şi i 0 „EA De ate ali gă (3.39) 
iol at 


după cum circuitul este constituit respectiv numai din- 
tr-o rezistenţă, inductanţă sau capacitate. În general 
insă, în cazurile care prezintă importanţă în aplicații, 
impedanţa este egală cu suma a două sau mai multe im- 
pedanţe (complexe) simple. 

Din relaţia (3.38), scrisă sub forma simbolică, rezultă 
că în circuitele de curent alternativ impedanţa înlocuieşte 
simpla rezistență ohmică care intervine în circuitele de 
curent continuu. 

În concluzie, utilizind simbolurile complexe I, U 3, Z 
intreaga teorie a circuitelor gi a reţelelor de circuite, bazate 
pe legile lui Ohm şi Kirchhoff, stabilită pentru curenţi 
Staţionari, se poate transcrie pentru curenții alterna- 
tivi  (evasistaţionari) — care “corespund în mecanică, 
oscilaţiilor forțate ale punctului material. De aceea, 


în problemele de curent alternativ se vor scrie 
H — e 
CAI =i, 
| R b | 2 
| PANE a cei Du i] 
|i |n A, [] 
e B: E pc de “li E 
fi pt 
a DS j 
ecuaţiile in formă complexă. Acestea se rezolvă 


apoi, după cum este cazul în raport cu complexele, 
necunoscute care pot fi I,U 8, saw Z. În cele din urmă 
după ce s-au calculat aceste mărimi complexe, se pot 
determina valorile instantanee e, u sau i ale curentului. 


) 
L=6:10-2H, 0 =10-%F, 0, —5:10-3%, R, = 40, 


aţii liniare, se obţine 


Mire de 107% H, & = 40V, o = 2750 5871, ai cirenitelor 
reprezentate în figura 3.33. Să se determine valorile in- 
tensităților instantanee i, ti; t2, Precum gi tensiunea U, 
la bornele inductanţei L. 

„Vom nota cu Z impedanţa complexă din ramura (e a) 
a circuitului, cu Z, aceea a ramurei (a b)şicu Z, aceea a ra- 
murei( ad b). a 

Se scrie pentru nodul (a) prima teoremă : 
in formă complexă. Apoi se serie, în continuare, tot în 
for mă complexă, a doua teoremă a lui Kirchhoff, pentru 
ochiurile o, și o,, folosindu-se sensurile de parcurs indicate 
in figură. Se obține 


v lui Kirchhoff 


= La =V, 


să i 


I 
ZI+ ZI 


Rezolvind în raport cu 1, Ii, La acest sistem de trei ecu- 


li i 8 Z, 
A > da E 
Z(Z, Z,) = 
CIA 
iy l pitoa (3.40) 


i call a fi tă 40 


Impedanţele complexe sint date de relatiile 


E i IA br Sah i 
Z= R +iļ|lo ], Z, 5 da = Rahibe 
4 Co j CU, i DET 


j 


n care, introducînd datele problemei, 


Ke obține 


r > 4 | 
ui 9 + i[6:10-3 - 2-50 A aparte 40] 
| 1073 AT 50) 
2 — 114298. 
Z, = — SaR ay = - 10,637, 
LO T8-127»150 
Za = 4 + it-0 dae 50 4 1,257. 


Substituindu-se aceste valori ale impedanţelor în rela- 
tiile (3.40), rezultă 


40(4 + 10,620) K, 
z4 (2 - - 11,298) ( A + 10,620) — i0,637(4 +i 1,257) 


vi 8.811 a 
161,911 e = 13.960 ei12054, 


40(4 + i1,25 i 
lime -i 


E 11.593 e —i 34:085 


Tensiunea la bornele inductanței L se obține din relația 
Ur Eg, 
sau 
U, = 13,960 625r 
Tensiunea efectivă 


bi 1320547 
9 - 50 61% —'96,314 Ges 


= 26,314V, 
iar cea instantanee, 
A c 50] 139*54') 
= Va. - 26,314 sin (27 + 50 t + 132 4). 


ale curenților în cele trei ramuri 


Tntensităţi 
ale circuitelor fiind 


3 T CE 97 
I — 13, GOA, I, = 14,460 A, La == 2,197 A, 
î . 1 . 1: 
ile i i le acestor intensități se obţin ain 
iar valorile instantanee ale acestor intensității se i 
relațiile 
po y2 13,960 sin (27 50t - 
i, — VZ 14,460 sin (2m 50t + 51°32’) 


; intensitătile instantanee tre- 


i — ù — i = 0. 
Tată o verificare pentru t egal cu zero sau număr intreg : 
E / ENS GI 4 210 
ip — i i» = V2 (9,503 — 11,322 + 1,819) 
0 j Uá 


Capitolul 4. EXEMPLE DE MODELARE IDEALĂ 


„Omul de știință nu trebuie să uite 
că ipoteza trebuie considerată numai ca 
mijloc, niciodată ca scop” 


T. HUXLEY 


F am osirea metodei modelării in fizică se face respectind 
toate datele ştiinţifice, fiind absolut necesar să ştim ce 
avem de modelat și pină la ce limite de similitudine sau 
analogie se poate merge, pentru a asigura modelului sem 
nificaţia fizică cât mai apropiată de original. În general- 
construcția unui model se bazează pe o așa-zisă simpli- 
ficare raţională? ', adică din totalitatea de variabile sau de 
parametri, se aleg numai cei esenţiali şi care se includ în 
modelul generalizat. În același tim p, trebuie precizate ele- 
mentele ce se pun în corespondenţă » 0 dată cu neglijarea 
intenţionată a anumitor amănunte nesemnificative. 


O largă aplicare în domeniul fizicii a căpătat modelarea 
ideală, care se caracterizează printr-un mare g 
ralitate, în sensul că cu ajutorul ei pot fi descrise fei omene 
analoage, indiferent de forma de ı mişcare a materi care 
se manifestă în ele. În același timp, modelarea (deală, poate 
fi fe losită cu mult succes pentru descrierea unui concept, 
a unei idei sau teorii, ori a unui sistem de concepte sau idei. 


rad de gene- 


4.1. Modelele de gaze 


Vom descrie mai întîi modelul gazului pertect, imaginat 
de James Clark Maxwell, pe baza căruia a fost elaborată 
teoria, cinetică-moleculară a gazelor. Contorm acestui mo- 
del, un gaz este format din molecule. Aceste molecule sint 
mici sfere perfect elastice, ale căror dimensiuni pot fi 
considerate neglijabile în raport « u distanţele dintre ele. Mo- 
leculele din interiorul gazului se găsesc într-o stare de miş- 
care dezordonată, nici o direcţie de mişcare nefiind pre- 


ferată față de alte direcţii. Distanţele dintre molecule fiind 


~J 
9 


4 


foarte mari în raport cu dimensiunile moleculelor, asupra 
moleculelor nu acţionează forţele de coeziune, singurele 
forţe care acţionează asupra moleculelor fiind acelea ce iau 
naştere în aB ciocnirii elastice dintre ele sau de 
pereții vasului. Din această cauză, traiectoria moleculelor 
dintre două ciocniri este un segment de dreaptă, iar tra- 
iectoria în ansamblul ei este o linie frintă. Mărimea seg- 
mentului de dreaptă care formează traiectoria moleculei 
între două ciocniri se numeşte drumul liber al moleculei 
între două ciocniri. Media aritmetică a drumurilor libere 
ale tuturor moleculelor conţinute într-o masă de gaz se 
numeste drumul liber mediu al moleculelor acestui gaz. 

Acest model s-a dovedit foarte fecund, Maxwell și după 
el Boltzmann şi alţii, folosind principiile mecanicii și legile 
teoriei probabilităților, au putut deduce legile gazelor 
perfecte. Pentru a se evita limitarea acestui model, pe lingă 
mişcarea, de translație a moleculelor s-a atribuit molecu- 
lelor -şi o mişcare de rotaţie, în jurul unei axe a lor şi chiar 
miscări ale atomilor în interiorul moleculei. 

Experienţa arată că gazele reale nu se supun decit, 
aproximativ legilor gazelor perfecte. Abaterile constante 
sînt datorate următoarelor două cauze : 

Prima canză de abateri este datorată faptului că mole- 
culele nu sint punctuale şi că au un volum propriu, iar 
atunci cînd presiunea creşte, volumul gazului nu poate tinde 
spre zero, cum ar urma dacă gazul s-ar supune legilor 
gazelor pertecte. 

A doua cauză de abateri de la legile gazelor pertecte 
este datorată existenţei interacțiunii « di tre molecule. Cind 
presiunea creşte, distanţa, ! ie dintre molecule scade, 
astfel încît moleculele, a] du-se “unele de altele 
încep să intervină forțe de coe ziune. Atracția dintre mole- 
cule joacă în acest caz rolul unei. presiuni suplimentare, 
numită, presim > internă. 

Pentru eliminarea acestor neajunsuri a fost propus mo- 
delul de gaz Van der Waals, în care spațiul în care se mişcă 
ROME uIAle 4 nu este egal cu volumul F al vasului în care 
găseste gazul, ci cu diferența V — b' dintre volumul V al 
gazului şi un volum b’ care depinde de suma volumelor 
moleculelor. Cum între molecule se exercită şi forţe de< 
eziune, əzentate printr-o presiune internă p’, ecuaţia 
de stare pertecte, 


i 
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al 
fost corectată sub forma 


(P + p(T b’) = RT. 


O a Ză 
molecular 


cu pat 


j 
i ; 


e m 


ratul volumului molecular V şi b^ este egal cu 4b şi 
naadrtà 

poartă numele de covolum, b fiind suma + volumelor tuturor 
molec pi dintr-un mol de gaz. 


În cele din urmă, ecuația gazelor reale pentru un mol 


de gaz, numită şi ecuaţia Van der Waals, va fi 


În. 


a y 


y2 


! şi b fiind constan te ce depind de natura gazului. 

niul de aplicaţie al ecuaţiei Van der Waals este 
ai int decit al ecuației de stare a gazelor perfecte ; se 
apliei 1 special în domeniul temperaturilor si presiunilor 
e de punctul de lichefiere al ge azelor, unde ecuaţia 
re a gazelor perfecte nu dă rezultate. Ta rindul său 
; model nu constituie totuşi decit o altă aproximaţie, 
care se apropie mai mult de realitatea faptelor experimen- 


4.2. Energia 


Dacă privim mişcarea în sensul cel mai general şi anume, 
acela de trar Homare sau schimbare de stare a unui corp 
au sistem fizic, măsura acestei mişcări poartă numele de 
energie. Energia unui ra h m se măsoară în unităţi de lucru 
amic. Lucrul mecanic este egal cu produsul scalar din- 
 torța F (presupusă constantă) şi deplasare T (fig. 4.1, 


W = F -l= Pl cosa, 


Fig. 4.1. cupei dul a 
A a Ad ; 


MOEN TO 
in care a este unghiul făcut de direcția forței cu direcţia, 
rii (atunci cînd corpul asupra căruia acţionează 
forta F este supus la legături). În cele ce urmează, vom privi 
deci lucrul mecanic ca un mi; jloc de transfer al energiei 
de la un corp la altul, de la un sistem la altul, prin inter- 


no 


4 mai Apă pipaaji îti bazată, pe teoria einetico- 
ă a gazelor arată că p’ este invers proporțional 


mediul unei forţe. Energia (de fapt variaţia ei) va avea 
întotdeauna dimensiunile lucrului mecanice și anume a 
produsului dintre forţă şi lungime 

IAW] s |P.-I] = MLT- 


Ca şi lucrul mecanic energia este o mărime scalară. 


În mecanică, energia se întilneste mai ales sub două 
forme principale : energie potenţială şi energie cinetică. 


Y 


4.2.1. Energia potențială. Exemple 


Variatia energiei potentiale a unui corp sub actiunea greu- 
tătii. Se consideră un corp asimilat cu un punct material, 
aflat sub acțiunea forței gravitaționale ; asadar avera de a 
face de fapt cu sistemul corp-Pămint: Greutatea corpului & 
este o forță verticală, îndreptată în jos, pe care o vom con- 
sidera constantă pentru variaţii de înălţime nu prea mari 
(fig. 4.2). Dacă vom deplasa corpul în cimpul gravitațio- 
nal după o traiectorie AB, lucrul mecanice făcut de corp 
pentru deplasarea elementară MN va fi 


4W SO MN SG MN:cosa. 


B 
| hy g. 4.2 
77777777: 777777: 77777777 
Cînd MN — 0 se obţine dW — Gdh, în care s-a luat 


semnul minus fiindcă G se opune deplasării (lucrul meca- 
nic este rezistent). 
Lucrul mecanie total va fi 


ha 


W = —\ aan = — G(h, — ha) — GAh. 


ni 
"a 


Mărimea cu semn schimbat a acestei expresii, 


Wy = Ah, 


"tă numele. de variaţie a energiei potenţiale. Această, 
e este egală cu lucrul mecanic ce-l poate face corpul 
dacă este lăsat să cadă de la înălţimea, h, la h,. De aceea 
se spune ca prin deplasarea corpului de la inălţimea A la 
J> h, energia potențială a corpului a crescut cu 
In ipoteza absenței frecărilor, această variaţie nu 
depinde de drumul parcurs de corp, ci numai de diferenta 


de indițime 


Variația energiei potențiale a unei bare supuse la întindere. 
supra unei bare se acţionează cu o fortă F, in limita 
ităţii, în conformitate cu legea lui Hooke, bara se va 


in care l şi S sînt lungimea şi respectiv aria secțiunii drepte 
rei, iar E un coeficient ce depinde de natura materia- 
lului din care este făcută bara, numit modul de elasticitate 
sau modulul lui Young. Alungirea este deci functie de 


marimea forței F, iar lucrul mecanic făcut de forta elastică, 
care se opune alungirii, cînd bara este alungită cu Al este 


A Al 
VE A P HS 1 TI Cf z 
W = | — Pda = \ E A e e ae Bi Mla 
J 3 l 2 l 
d 
_ Am notat cu g alungirea variabilă, în funcţie de forta 
F, şi s-a introdus semnul minus fiindcă forta elastică, ce se 


zvoltă în bară în timpul deformaţiei se opune alungirii. 
Sehimbind semnul, obţinem expresia, energiei potentiale 
care caracterizează bara, adică lucrul mecanic pe care-l 
poate executa, bara asupra mediului exterior, după ce a 
suferit deformarea, elastică, 


ie E E 


'om numi energie potenţială 

i corpurilor care interac »ază între ele prin forte. 
L ele arăt yte mai sus rezultă că pentru a afla energia 
potențială a unui istem de două sau mai multe corpuri 
care interacționează între ele prin torţe, calculăm suma 


Dir 
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lerurilor mecanice făcute de forţele interioare (rezistente) 
ale sistemului, necesare pentru a-l aduce dintr-o poziţie 
(reper) de energie potenţială nulă (sau socotită convenţional 
nulă) în poziţia considerată şi apoi îi schimbăm semnul. 
Întrucît pentru calcularea energiei potenţiale a corpului 
este necesară alegerea unei poziţii reper, rezultă că în 
mecanica nerelativistă, nu putem calcula valoarea absoluţă 
a energiei potenţiale, ci numai variaţia ei, și aceasta dor 
cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare. 

4.2.2. Energia cinetică. 'Teoremă 

Considerăm un corp asimilat cu un punct material, care 
are viteza £, cînd începe să acţioneze asupra lui o forță P. 
Presupunem că în timpul At i, — tu, corpul a parcurs 
distanţa As = s, — sı, viteza sa ajungind la valoarea £ 
Lucrul mecanic efectuat de forta P va fi 


f S3 fi 
4 Dent ap AA va MIAO MA 
W pds M mads'=m Ai — ø di 
J dt 
Si > #1 
V Yo 
Pda ar C dv? 
Ai mb do = my- £ 
J J 2 
21 vı 
mvs mii S 
ee DONN = NW (4.1) 
9 9 
"i d mv- La ul s J A 
vXx presa sah e poarta numele de energie cinetica 
9 


a punctului material de masă m avind viteza v. Deci, dacă 
o forţă acţionează asupra unui punct material în mişcare, 
lucrul mecanic făcut de forță este egal cu variaţia energiei 
cinetice a corpului. 

Ca şi energia potenţială, energia cinetică este o mărime 
căreia nu-i putem măsura decit variaţia ei, deci valoarea 
ei relativă faţă de un sistem de referinţă. 


4.2.3. Conservarea energiei 
Se constată că dacă într-un sistem închis (asupra căruia 


nu acţionează forțe exterioare) se neglijează acţiunea for- 
țelor de frecare, suma variațiilor energiei potenţiale și 
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energiei cinetice a sistemului este constantă, Acesta este 
enunţul teoremei conservării energiei mecanice. Să evi- 
denţiem această teoremă printr-un exemplu. Considerăm 
o mică sferă de masă m (asimilată cu un punct material), 
fixată cu ajutorul a două resorturi identice, presupuse 
lipsite de masă şi de frecare, astfel încît asupra sferei ac- 
ționează numai forțele elastice dezvoltate de resorturi. 
Dispozitivul reprezintă modelul a ceea ce se numeşte în 
fizică un oscilator armonie liniar (fig. 4.3). Se scoate stera 


8 
| AA DZ 
AVAVAVAVAVAVA WE YAYAYAYAVAV/ YA % , EF 
l 


i îi 
ZA. LA AJ 
E VVVVV\ D 
TIIK kee 
TLLA: ANARAAAAAA i A KALAN NENIAN ANA EZA, 
/Z WY AM VATA! V VV OA a AVATAV AVAN VÉ c 


Fig. 4.3. 


din poziția de echilibru dindu-i o deplasare 7, läsind-o apoi 
să se mişte sub acțiunea resorturilor. 

Asupra sferei acţionează în orice moment o forță elastică 
F kx proporțională cu elongația x şi îndreptată în 
sens contrar cu ea. Pentru a calcula variația energiei po- 
tențiale, vom calcula mai întîi lucrul mecanic făcut de 
această forţă elastică la deplasarea sferei din poziția reper, 
de elongatie zero, pină în poziţia de elongaţie œ şi apoi îi vom 
schimba semnul, 


— APo, = \ Faz emy |tz aa amoi Ey 


0 


Cum energia este definită pină la o constantă aditivă ar- 
bitrară, este suficient să se convină a se lua W2,(0) = 0, ceea 
ce permite ca în locul variaţiei energiei potenţiale să se 
scrie energia potenţială sub forma 


Wo sale apa 


+ 
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Variaţi a energiei potenţiale în timpul în care sfera este 
adusă pină în poziţia de elongatie maximă 7 este 


J2 
„dale ital 
9D 


Pe de altă parte, lucrul mecanic făcut 


de forţele ek as- 
tice cînd sfera trece din poziția de elor gatie maximă ] în 
poziţia de elongaţie æ este egal cu variaţia energ 


iei himt A 
între aceste două poziții, 


g 
d 
) 
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pea Duel 7 
-ne v fi 
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Deoarece viteza i 


CU Zero, í 


ie de elong 


cit si e ergie ci 


£ 3 € Pe anns 
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i cinetice potent 


va ener 


cu totale 
X riy by Ie] 
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F: 'aiptui i pa energia totală este o fur 
poziţie, W = W(v,, v 
IE] 


mecanicii new toniene, 
poate form ; 
suma energiilor cinetice 
stantă, 
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Principiul conservării energiei mecanice, astfel cum a 
fost arătat mai sus, acţionează numai în cazul ideal, al 


sistemelor fără frecări. Se ştie însă că sisteme fără frecare nu: 


există în natură. Lucrul mecanic făcut de forţele de fre- 
care se transformă în căldură, clădura fiind astfel şi ea 


un alt mod de transmitere a energiei. Transformările ter- 


mice ale sistemelor şi fenomenelor mecanice ce le înso- 
tese formează obiectul termodinamicii. 


Termodinamica este unul dintre cele mai importante: 


capitole din fizică ; apariţia şi dezvoltarea ei au dus la fun- 
damentarea concepţiilor moderne despre energie. 

Termodinamica are la bază cinci principii de natură 
experimentală. Principiul general, numit şi primul postu- 
at al termodinamicii, afirmă că un sistem izolat evolu- 
ează spre starea de echilibru termodinamic şi rămine în 
această stare atit timp cît parametrii săi externi sint men- 
ținuți constanţi. Principiul zero, numit şi al doilea postu- 
lat al termodinamicii afirmă că două sisteme termodina- 
mice care se află în echilibru termodinamic cu un al treilea 
sînt în echilibru termodinamic sau, mai general, tranziti- 
vitatea este o proprietate generală a echilibrului. termo- 
dinamic. Principiul întii al termodinamicii se postulează, 
din el vezultind ca un caz particular conservarea energiei. 
Principiul al doilea, numit şi principiul entropiei conţine 
două afirmatii independente : principiul al doilea pentru 
procesele reversibile şi, separat, pentru procesele ireversibile 
În sfirsit, principiul al treilea al termodinamicii pos- 
tulează faptul că entropia unei substanţe pure condensate 
se anulează la zero absolut. 

În majoritatea cazurilor, în literatura didactică, se 
consideră principiul general şi principiul zero al termodi- 
amicii ca fiind postulatele termodinamicii, iar ca principii 
propriu-zise, principiile I, al II-lea şi al III-lea. Marele 
fizico-ehimist german Walter Nernst — laureat al premiu- 
lui Nobel pentru chimie pe anul 1920 — justifica în glumă, 
bineînţeles, astfel imposibilitatea existenţei unui al pa 
trulea principiu al termodinamicii : „,Enunţarea primului 
principiu este legată de activitatea a trei savanţi (Mayer, 
Joule, Helmholtz) ; formularea celui de-al doilea principiu se 
bazează pe cercetările a doi savanţi (Clausius. şi Thomson); 
cel de-al treilea a fost Stabilit de o singură persoană — de 
mine. Prin urmare ... 

Principiul întii al termodinamic ii este pus în evidenţă, 
mai ales de faptul că totdeauna eind într-un sistem 


Ts 
i 


au loc „pierderi” de energie mecanică, din cauză lucrului 
mecanic făcut de forțele de trecare ce se produc în ihterioruil 
sistemului, se dezvoltă căldură. „Bt ri 
„MR baza, generalizării unui număr foarte mare de expe- 
riențe, principiul întîi al iradiat 8 afirmă, indif ere snt 
de dispozitivele folosite, echivalenta dintre căldură i 
lucru mecanic. Echiva lenţa dintre cup mecanic și p căl- 
dură se postulează astfel : căldura, comunicată unui siste i 
termodinamic serveşte parţial la va Rätia energiei interne e 
a sistemului) si restul la efectuarea, de Incru meea 
portul dintre lucrul mecanic și căldura respectivă 
intotdeauna același. iubii 
Din această cauză, se poate folosi pen ntra măsurarea 
ăldurii aceeaşi unita te de m ăsură ca, şi pentru luerul me. 
canic, care în S.I. este joulul. În acest fel fR i 


W sọ. 


3 


Pentru studiul proce eselor termodinamice, în care sis- 
temul schimbă căldură şi lucru mecanic cu mediul ei 
terior, este necesară s tâbiliea unei convenţii ri re $ dm! 
nelor mărimilor men tionate, întrucît transferul respecti V 
se poate face în ambele sensuri : de la sistem spre e xteriot 
sau invers. Deși poate fi adoptat orice fel de convenţie a 
semnelor, avind în vedere însă că termodinamiea ji 
născut din nevoile practicii, vom adopta, convenţi ie, ca re 
scoate în evidență latura practică a fenomenelor. În cadrul 
acestei convenţii, se dau semne pozitive pentru căldura 
primită de sistem și pentru lucrul mecanic! efect uat de 
sistem asupra mediului inconjurător şi invers, semr jé ne- 
gative situațiilor contrare. j letét lapit 

Considerind o convenție de semn prin care căldura, gi 
luerul mecanic primite de un dintai sînt considerate pori! 
vhi e, se poate formula principiul întâi al târiiodinarnicii, 

tfól : energia unui sistem te rmodinami e se poat iodi. 
fica fie efectuind lucru mecanic as tpra sistemului 
transterind căldură sistemului, i 


AU = W HAQ. 


In acest fel „ecl valența” dintre căldură si lucrul mecanic 
este y aeie în rel: atia de mai sus. ; i I RRS 

În cazul general, cînd sistemul schimbă căldură si 
lucru rea ie cu mediul exterior „iar după o serie do Re 
tormări trece de la o stare inițială la o stare d cra eră ă 
de cea, inițială, excesul de căldură c: are nu apare ; 


, fie 
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de lucru mecanic nu se pierde, ci conduce la variația ener- 
gjej sale interne. Această energie internă este energia, 
(cinetică, potenţială etc.) transterată moleculelor din eare 
este constituit sistemul. 
Deci, în forma sa gen 
micii se scrie 


erală, principiul I al termodina- 


0 = AU + W, (4.3) 


v 
iar sub formă diferenţială, 
dQ = dU + dW. (4.4) 


parametrii de stare ai 
numai de starea ini- 


Energia internă U este 
istemului, văriaţia A U 
țială, şi de cea finală a sist 
Relaţiile (4.3) şi (4.4) exprimă forma generală a prin- 

rii energiei și anume : nu se poate produce 

10 unde , „dispare” o ) cantitate de 
gie, ca este regăsită sub o altă 
formă, în cantitat te egală. Pr imcipiul I l i diacidina icii 
creării unui i pehn um mobile de 
ini à] an ru ai amo 

ţia (4.3)Q = 0, 
ate pr 

sale interne. 
după timp, mai mare 


( ipit lui consi să îi 
energie din nimic, iar : 


Y 


infirmă posibilitatea 
peță I, adică a unei m 
neconsumind nimic. În 
urmează că lucrul 
temul se, face prin consur 
Această energie fiind limitată, 
sau mai mic de funcționare, maşina respectivă se va opri. 
Principiul întâi nu arată însă sensul în care poate evolua 
un sistem. Principiul al doilea al termodinamicii arată acest 
sens, prin introducerea altei mărimi (care este funcție de 
parametrii de stare ai sistemului), numită entropie şi care 
se notează cu 8; principiul al doilea afirmă că. orice sistem 
izolat, real (în care transformi rile s sint ireversibile) evolu- 
ează spontan, în sensul creşterii entropiei. Creşterea en- 
tropiei este interpretată drept creşterea dezordinii elemen- 


telor sau particulelor din care este format sistemul. 
Principiul al treilea al termodinamicii stabileşte că 
entropia. tuturor sistemelor termodinamice în echilibru 


stabil sau nestabil tinde spre zero la temperatura de zero 
abenia 

mportanţa principiului conservării energiei decurge 
rue aibătttd tea sa ; el este confirmat în toate domeniile 
cii, atit la seară macroscopică cât şi la scară microsco- 
pică şi se aplică în toate ştiinţele naturii. Folosirea acestui 
principiu devine un mijloc foarte util gi eficient de inves- 
ie, atit în cercetare, cât și în studiul fizicii. 
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Un astfel de aspect îl intilnim, de exemplu în electri- 
citate, în expresia legii (experimentale) a lui Joule. care 
arată că la trecerea unui curent de intensitate constantă 


I printr-un rezistor de rezistenţă R, într-un timp î, se 
transmite în exterior căldura 
Q= RIA, (4.5) 


În efectul Joule, energia mecanică a electronilor liberi — 
numiţi și electroni de conducţie — puşi în mişcare de ten- 
siunea electromotoare, se transformă, în căldură, din cauza 
rezistenţei ce o opun mişcării lor restul atomilor ce for- 
mează reţeaua cristalină a metalului, printre care se depla- 
sează electronii. 

Pinînd seama de echivalenţa dintre lucru mecanic şi 
căldură, formula (4.5) exprimă şi energia curentului elec- 
tric, 

H Riri, (4.6) 


În conformitate cu legea lui Ohm (notînd cu U tensiunea 
aplicată rezistenței Fè), 


din (4.6), pentru energia curentului care circulă într-un 
circuit, obținem relația 


j UIt. ta) 
Dacă ținem seama că 
Q 
] - ` (4 5) 
£ 


unde Q este cantitatea de electricitate transportată de 
curent în timpul t, din (4.7) și (4.8) în cazul unui curent 
continuu și cu intensitate constantă, obținem energia disi- 
pată pe rezistenta R 


W = YỌ. 


Evident că în cazul unui circuit închis, în care tensiu- 
nea electromotoare & este tensiunea de-a lungul întregului 
circuit, 


iar pentru un curent variabil 


aW = U dQ respectiv dW = dQ. (4.9) 


ce 
D 


în cele ce urmează vom folosi principiul conservării 
energiei pentru a calcula energia unui condensator incăr- 
b ACI git SA Li L ai z 
cat cu sareina electrică 4. 


4.2.4. Energia unui condensator 


Vom începe prin a calcula lucrul rana ip a a 
forţa de interacţiune dintre două corpuri ea ta e pi eag 
tiforme, unul încărcat cu sarcina q = att L ȘI nd i LA pă 
sează pe traiectoria MA. şi altul inpăregii au 5 c Ac sp 
aflat în punctul O (fig. 4.4). Între cele două corpuri încă 


i cereita forta conlombiană 
cate electrice se va exercita forța conlombiar 


tul O la unitatea de sarcină, lar e 


permitivitatea mediului. Lucru 
F ] a corpul încărcat cu sarcina g = -+ 
F pentru a deplasa corpul încărcat cu sarc q 


l: ate bed tti M N d7 éste 
pe distanța elementară MN dr es 
aw = F- MN — Pe MN cosa. 
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La limită, cind 8 — 09, MN cosa = dr, de unde AI - 


=F- år gi deci 


KMN ANA ETO EO 
W = E. CI E A Un e NE d (= zice 
3 Ané p Areg F 


Observăm că lucrul mecanie nu depinde de forma dru- 
mului străbătut de corpul încărcat cu unitatea de sarcină, 
ci numai de distanțele r ŞI pi. 

Dacă ri > + œ, mărimea W = kie M = V poartă 

dre r 
numele de potenţialul cimpului produs de sarcina Q într-un 
punet aflat la distanţa r., Potenţialul electric este o mărime 
scalară. El este egal numeric cu lucrul mecanice făcut « 
forțele electrice care deplasează un corp încărcat cu sa 
cina q, egală cu o unitate, dintr-un punct al cîmpului elec- 
tric creat de sarcina electrică Q la infinit. 


Jn 
li; 
i 

H 


Dacă în loe de o sarcină fixă în raport cu un referential 
inerţial, se consideră mai multe sarcini O 0, 0... 
ce se găsesc la distanţele r,, fa, fg, +... de punctul considerat, 
atunci, în virtutea independenței acţiunii fortelor 
potenţialul din acest punet va fi 

s ] Q; 
arăt Hy SP 


i 


De observat că dacă se lasă liberă o sarcină electrică, 


aflată sub acțiunea altor sarcini fixe, sarcina respectivă | 
se va deplasa de la un potenţial mai mare spre unul mai 
IC, 

Vom considera un corp pe care sînt distribuite sarcinile 
electrice Q, Q, 03... (fig. 4.5). Potenţialul într-un punet 
O al corpului va fi dat de relaţia (4.10). Dacă acest corp 
este bun conductor electric (în interiorul căruia, sarcinile 
electrice — electronii — se pot mişca liber), din cauza 
forțelor de respingere dintre sarcini, acestea se vor 
distribui pe suprafata conductorului, în așa fel încit toate 
punctele conductorului, deci şi cele de pe suprafata sa, 
vor avea același potential. i l 
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Dacă; diferite puncte ale conductorulii ar avea potenti- 
ale diferite, sarcinile din punctele cu potențial mai mare se 
vor deplasa în punctele cu potenţial mai mic, pină se va 
ajunge la o stare de echilibru stabil, în care toate punctele 
conductorului vor avea acelasi potenţial. 

De aceea vom putea spune că potentialul unui conduc- 
tor încăreat electric este egal cu lucrul mecanic necesar 
peniru a aduce unitatea de sarcină electrică pozitivă de la 
infinit, în orice punct de pe suprafata- sa. Dacă sarcina 
electrică se aduce mai intii în interiorul corpului, ea ajunge 
spontan la suprafaţă. 

Dacă se dau doi conductori incărcaţi cu electricitate 
ia potenţialele V] şi V,, lucrul necesar pentru a trece o 
sarcină Q de pe un conductor pe altul este evident egal cu 


W= QF, U F (4.11) 


Fom considera doi conductori A şi B apropiați unul 
de celălalt (fig. 4.6) care se leagă la polii unui generator 
de erent electric. Cei doi conductori fiind inițial neincăr- 
cati electric, generatorul de curent electric va transporta, 


— — ZA | 


Fig. 4.6. 


de la unul-la altul o sarcină Q de electricitate, încât după 
un timp oarecare (foarte scurt), unul dintre conductori va 
cină -+ Q, iar celălalt — Q. Potenţiatul conducto- 


Avea 0 Sal 


8s 


rului A într-un punetroarecare Mal său (egal cu potenţia- 


€ 


lul conduetorului), conform: cu (4.10) este 
1 Qi) Qa; 
E | i T h e e 


de d aa 


Are Pas PE Ta pi d AA mp 
i 
QU'O (), 
7 FITI FE ee E = E); 
For fo, Tv, i 


Qai Qa, -eoc Qos Qo,- sint: sareinile elementare dle 
suprafețelor conductorilor A și, respectiv, B, iar ra, Ta.. 
<.. Tas Top -e distantele dintre punctul M si sarc 
elementare Qa; -.. Q.. pe. 
h Tot astfel, potențialul conductorului B într-un punct 
N este ) 


at [i 


M Care Fay Tans eea Pb Fo o- Fint distanţele dintre punc- 
tul N şi aceleași sarcini elementare. Deci 


p RU AURIE i! eu ju, Sali 
€ f 


] ] | 
e = Qa t e. 
Arse Tb, r 


Dacă multiplicăm cu m sarcinile (Pap e e Moe N Se 
multiplică cu m şi sarcinile + Q si —0Q, precum gi poten- 
e ry y . r y TY k 
tțialele V,, V, şi diferenta V, — V,. Obtinem astfel o nouă 
stare de echilibru cu sarcinile totale 4 mQ si —mQ, cu 
o tensiune sau diferență de potential m(V, — | Aşa 


ge 
S 


i 
i 


. p. o A 4 l i ) Ey 
sarcina fiecãrui conductor este proporțională cu tensiunea 
dintre cei. doi conductori. 


Fa p 
DAlUd 


Q = OVi — V) es. 


| t ~ 
1 2j. tel a 


Acest sistem de doi conductori apropiaţi este forma 
generală a unui condensator, iar coeficientul de propor- 
tionalitate © se numește capacitatea condensatorului. si 
depinde de forma conductorilor, de pozitia lor relati 
de permitivitatea mediului dintre armături. 
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Dacă se transferă o sarcină dQ de pe conductorul B 
pe conductorul A, notind cu U tensiunea electromotoare a 
geperatorului de curent electric şi neglijind pierderile prin 
efectul Joule, rezultă 


dW = UdQ. 


După ce am întrerupt legăturile dintre conductorii A 
si B cu generatorul de curent electric, trecem mecanie 
aceeasi sarcină electrică dQ, înapoi de pe A pe B , cu &ju- 
torul unui conductor A’, pe care îl atingem de A şi pe care 
îl transportăm si îl descărcăm pe B, atingindu-l de inte- 
riorul acestuia. Lucrul efectuat de acest transport mecanie 

sarcinii dQ de pe A pe Beste 


aW = (Vi Vi) dQ: 


În virtutea principiului conservării energiei, trebuie să 


UdQ9 = (V, — V.) aQ, de unde U = Vi — Va. 


În realitate, desi tensiunea electromotoare este egală, 
numeric cu diferența de potențial electric dintre conduc- 
torii A și 'B, ele sint în general mărimi diferite. Şi anume, 
in timp ce tensiunea electromotoare este egală cu integrala 


diferenţa, de potenţial se serie 


unde. E este un cimp care derivă dintr-un potenţial, în 
timpee E, cîmpul imprimat, nu derivă dintr-un potenţial. 

Să presupunem. că în cazul condensatorului A — B 
mai sus considerat, facem să varieze tensiunea eleetromo- 
vatorului, treptat de la zero la U şi sarcina 
a'zero la Q. Yom avea, în fiecare moment. 


toare a gel 


electrică. de 


Q = OVi = Ya) = 0U. 


i A 1 a 
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Cind U eregte cu dU, sarcina creste cu 
d — CU. 


Energia dielectricului dintre armături este 


W — | U dQ = cf Uan ei A 0 U2, (4.13) 
9 4 y ` 
o o j 


această energie fiind o caracteristică a diel ectricului con- 


densaterului. 
Sarcina electrică a condensatorului fiind 
QT; 
rezultă că tensiunea la bornele condensatorului este 
Q 


U = —— (4.14) 
C 


4.2.5. Energia cîmpului magnetice produs de un 
circuit electric 


Orice circuit pareurs de un curent electric. produce în 
jurul său un cîmp magnetic în care se loc alizează o anumită 
energie. Se poate calcula această, energie în virtutea 
mulei stabilită de Helmholtz şi Kelvin, 


dp 
at’ 


e 
L 


or- 


pentru fenomenul de inducție electromagnetică, desco- 
dt da Rar ) 
perit de Faraday. În relaţia (4.15) 8 este teni 


Hulea elec- 


ty At E PNR, “Y . . . W 
vromotoare indusă într-un circuit. iar g , - este viteza de 
AM j i dé 
variație a fluxului de inducție magnetică. 
Dacă circuitul este parcurs de curentul electric de in- 


tensitate 7, același circuit este străbătut de fluxul O. Cim- 
pul de inducţie magnetică B. datorit curentului, 
cum arată experiența, este in fiecare punct al sp: 
proporțional cu curentul I ( ı presupunerea că perme 
bilitatea magnetică este ionul 4 ă de B). Ca urmare, 
fluxul ce străbate circuitul va fi și el proportione al cu A 


ò= LI (4.16) 


Coeficientul de proporționalitate L poartă numele de 
inductanța, circuitului și depinde numai de mărimile geo- 
metrice care caracterizează circuitul gi de mediu. Dacă 
circuitul considerat nu se găseşte în prezenţa altor cir- 
cuite, tinind seama de (4.16), obținem 


17 
SAL De tul pes (4.17) 
dt 


şi reprezintă tensiunea electromotoare datorată variaţiei 
curentului electric ce parcurge circuitul, numită și ten- 
siune electromotoare de autoindueție. Această tensiune se 
opune variațiilor de intensitate a curentului electric (le- 
eea lwi Lenz). 

Vom considera cazul general al unui circuit caracteri- 
zat prin rezistența R siinduetanța L. Presupunem că acestui 
circuit îi aplicăm o tensiune electromotoare variabilă, 
de la valoarea zero pină la valoarea finală £. În acelaşi 
timp ¢ şi intensitatea curentului va creşte de la zero la o 
valoare J, iar flaxul E ce străbate circuitul, la rindul lui, 
va varia de la zero la 0. 

Aplicînd legea lui Ohm și ţinind seama că tensiunea, 
electromotoare rezultantă va fi egală cu tensiunea, electro- 
motoare a sursei de eurent căreia i se opune tensiunea elec- 
tromotoare de autoinducție, se obţine 


8 EL AP SEs RI 
dt 
sau 
al lac 
dt 


Înmultind cu Idt și integrind, putem serie 


[ii] 
r 


= ha 2 dt- LE! db. 


>t pă Se 


) 
Cum însă 


Iāt = 49, 


ar 
t [9] 
ja di == $ dQ S wW 
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reprezintă energia produsă de sursa de curent eleetrie în 
timpul î, rezultă | 
t % 
i 


i = \ RI? dt + I do, 
5 
în care primul termen din membrul al doilea reprezintă, 
căldura degajată în rezistor, iar ultimul termen, o nouă 
formă de energie necesară stabilirii curentului I în circuit 
— energia magnetică a circuitului 
[ră 


i a I d, 


( 


care serveşte la formarea cimpului de inductie magnetică, 
ŞI caracterizează acest eimp. 

Dacă permeabilitatea u a mediului este independentă 
£ A 2 A a a 3 i | e 
de B, deci de I, L este atunci constant. Avind în vedere 


l le. că, 
® = LII, obținem | 


LII = LIe. (4.18) 


DL Îi 


4.2.6. Expresia energiei în teoria relativității 


ic 


timpului, nu rareori teorema conservării energiei a jucat 
un rol esenţial. i 


In evoluţia ideilor ce au dominat fizica de-a lungu! 


S-a demonstrat că energia totală sub diferitele ei as- 
pecte ramine constantă în timpul unei transformări, ca 
se desfăşoară într-un sistem închis. E vemplul cel mai 
simplu îl oferă mecanica sistemelor fără rezistențe la fr 
care, astfel cum s-a arătat în secţiunea 4.2.3 j 


Eed Da 


W. Wy =const, 


in care W, si W,, sint energia cinetică si respectiv 


potenţială a sistemului (a căror măsură este lucrul me- 
canic ce îl pot transmite). 

Concepţia asupra energiei a trecut printr-un moment 
extrem de important, cînd fizicienii au început să mediteze 


asupra localizării energiei. Mecaniciştii au avut de întim 
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pinat dificultăţi de ordin teoretic. În fond singura formă 
de energie complet intuitivă în mecanică este energia cine- 


reia. i se spunea la inceput „forţă vie”). 


tică (€ 

Fizicienii au acceptat destul de greu noţiunea de energie 
potenţială. Astfel, se spunea.: dacă energia cinetică ni se 
pare că descrește (atunci cind se transformă în energie 
potenţială), această descreştere este numai aparentă și 
că de fapt energia potenţială nu este decit energiă cinetică 
a unui alt mediu. Spre exemplu, energia potenţială a unui 
gaz sub. presiune nu este altceva decit energia cinetică 
a moleculelor de gaz, deci a unui mediu.: Această expli- 
catie, luînd ca bază energia cinetică a unor medii ascunse, 
nu ne poate satisface, de exemplu, în cazul energiei po- 
tenţiale a unui corp sub acţiunea gravitaţiei, a energiei 
unui condensator, a energiei cîmpului magnetice produs 
de un. circuit electric ete. 

Aceste manifestări ale energiei conduc la concepţia 
unei energii  „localizate” în spaţiu. La o” concepţie ase- 
mămătoare conduce și transmiterea prin radiaţie, nu numai 

energiei (de exemplu, a căldurii soarelui), ci chiar și a 
forţelor, cum este cazul cu presiunea exercitată de lumină, 
De asemenea, după cum s-a arătat atunci cind s-a deter- 
minat energia cimpului magnetic produs de un. circuit 
electric, curentul nu se stabileşte instantaneu la valoarea 
sa finală, ci cu o anumită întirziere. 

Aceste probleme au fost rezolvate de teoria relativităţii 
, lui Einstein, care porneste de la ideea lui Maxwell a 
transmisiei interacțiunilor prin contiguitate. 


Prineipiile de bază ale teoriei relativităţii restrinse au 
fost formulate de Albert Einstein, pentru a explica rezul- 
tatele negative ale lui Michelson, prin care se urmărea, să 

» determine viteza Pămîntului fată de spațiul absolut 
fată de eter, care devenise un fel de materializare a spațiu- 


lui absolut al lui Newton. 
postulatele de bază 


Aceste principii care constituie ] 
le teoriei relativităţii sint 

Principiul relativității restrinse. Pentru stabilirea legi- 
lor fizice, toate sistemele de referinţă în miscare de trans- 
laţie rectilinie si uniformă sînt identice. Același lucru mai 
woate fi expriniat prin aceea că prin nici o experienţă efec- 
tă în interiorul unui sistem, experienţă de natură me- 
canică, electrică, luminoasă ete., nu se poate constata miş- 


carea rectilinie și uniformă, 
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Principiut eonstamtei vitezei luminii. Viteza luminii 
in vid este o constantă universală. Această viteză nu de- 
pinde de starea de mișcare a sursei de lumină şi este acecagi 
pentru toate sistemele de referință în miscare rectilinie 
și uniformă. Viteza luminii este o constantă universală, 
ce nu poate fi depăşită, 

Observații. Primul principiu al teoriei relativităiii res- 
trinse este în concordanță cu mecanica clasică, funda- 
mentată de Galilei şi Newton, deci cu independenta tegilor 
fizice fată de mişcările rectilinii gi unitorme. Cel de at doilea, 
principiu, acel al constantei vitezei luminii este însă în 
contradicţie cu mecanica clasică. 

De exemplu, să presupunem că pe un vehicul spațial 
in repaus faţă de un observator se găseşte un izvor de 
lumină. Faţă de acest observator viteza luminii va fi 
de aproximativ 308 000 km/s. Să presupunem seum că, 
acest vehicul se va pune în mişcare, cu o viteză de 25 000 
de km/s, în direcţia în care este emisă lumina. Conform 
mecanicii clasice viteza luminii faţă de acelasi observator 
ar urmă să fie, conform legii de compunere a vitezelor din 
mecanica clasică, 


300 000 km/s + 25 000 km/s = 325 000 kms, 


Potrivit principiului relativist al constantei vitezei 
luminii, viteza luminii va, îi însă tot de 300 000 km/s. ȘI 
în general indiferent de sensul mişcării vehiculului spațial 
viteza luminii față de acelaşi observator se va menţiune 
tot de 300 000 km/s. Urmează deci că în mecanica relati- 
vistă adunarea vitezelor trebuie să fie făcută în ah Mod, 
după cum se va vedea în cele ce urmează. 

Grupul de transiormări Galilei. Orice eveniment este 
localizat cind i se cunoaste poziţia determinată prin cele 
trei coordonate spaţiale precum şi timpul cînd s-a produs. 
Vom considera două referenţiale inerțiale : unul, Oy, 
şi altul, O’ æ’ y’ 2z’, mobil, care se deplasează de-a tungul lui 
Ox în sens pozitiv avind o mişcare rectilinie si uniformă 
cu viteza e în raport cu primul (fig. 4.7). Considerăm un 
eveniment ce se produce în punctul M, în repaus faţă de 
sistemul de coordonate 0zyz. Acest punct va fi reperat în 
acest sistem prin coordonatele æ, y,2 şi de timpul t, măsurat 
din momentul în care cele două sisteme de coordonate au 
fost în coincidenţă. 
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canicii clasice, acelaşi 


Din punctul de vedere al me ii, clasic el: 
eveniment va fi reperat în sistemul O'x'y'z’ prin coordo- 


natele 


. w = g — vt, 
lira (4.19) 
[i PIE | 
Aria 
2 a A S a 
| LAK 
EIR că V 
FA 
f f 
FA 
A 7 


Cum în mecanica clasică se consideră că scurgerea tim- 
pului nu este influențată de mişcarea rectilinie şi uniformă, 
rezultă că 


pro e (4.197) 


ý 
t fiind măsurat de observatorul din sistemul Ozyz, iar t, 
timpul măsurat de observatorul din sistemul O'gx'y'z'. 
De asemenea, dacă se cunosce coordonatele evenimentului 
din sistemul 0'z'y'2', se pot obţine coordonatele aceluiaşi 
eveniment în sistemul Oayz prin relaţiile 


p= ot, 
AE y’, (4.20) 
îi bea 


Grupul relaţiilor (4.19), (4.20) reprezintă relaţiile de 
transformare Galilei şi ele permit localizarea în spaţiu şi 
timp a unui eveniment în raport cu unul dintre cele două 
sisteme de coordonate, cind se cunoaşte localizarea lui 


îm spaţiu şi în timp, în raport cu celălalt sistem. 
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Asemenea, sisteme de referinţă, ce au mişcări rectilinii 
și uniforme, putind avea viteze diferite, se mai numesc şi 
sisteme inerţiale, pentru că numai faţă de aceste sisteme 
este satisfăcut principiul intii al mecanicii, numit şi prin- 
cipiul inerției. Se poate demonstra, de asemenea, că și 
celelalte două legi ale lui Newton sînt satisfăcute numai 
cind sint raportate faţă de acest fel de sistem de referi! p, 
motiv pentru care spunem că principiile mecanicii sint 
invariante față de relațiile de transformare Galilei. 

De exemplu, o mişcare uniformă de-a lungul axei abs 
ciselor, a cărei lege (stabilită de un observator din sistemul 
O'x'y'z') este 


ji Aia 
o fiind viteza de deplasare în raport cu sistemul mobil. Dacă 
facem  substituţiile conform grupului de transformări 
Galilei, obţinem 


w vi vU Rau g (v + o), 


adică efectuează o mişcare uniformă si în raport cu sis 
temul Ovyz, cu o viteză 


10 v p 


Ultima relaţie exprimă legea compunerii vitezelor 
mecanica nerelativistă, 

Trebuie menţionat, de asemenea, că în mecanica new 
toniană, în domeniul căreia se aplică grupul de transfo: 
mări Galilei, masa corpurilor se conservă. Prin urmare, 
„ceastă mecanică masa corpurilor are aceeaşi valoal 
independent de sistemul de referinţă și de starea lui de 
mişcare. 

Relativitatea restrinsă şi grupul de transformări Lo- 
rentz. Vom calcula acum coordonatele unui eveniment cînd 
se trece de la un sistem inerţial la altul, ţinîndu-se seama 
de postulatele teoriei relativităţii restrinse, ale lui Albert 
Binstein. 

Fie din nou situaţia din figura, 4.7, în care prin punctul 
M am reprezentat un eveniment reperat de observatori 
din cele două sisteme de coordonate. 'Pinind seama de 
principiile relativităţii, ne propunem să determinăm coor 
donatele ae şi timpul t din sistemul O'g'y’'z', asa cum 
sint înregistrate de un observator din sistemul Oxyz, d 
în functie de elementele corespunzătoare v, y, 2, t. Punctul 
fiind unic în sistemul fix, în sistemul mobil, îi corespunde 


Egi 
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de asemenea, un punct unic, fapt care face ca soluția pro- 


blemei propuse să fie univocă. Or, aceasta înseamnă că 


relațiile dintre elementele m, y, z, t gi æ’, y’, 2’, t nu pot 
decit liniare; aceste ecuatii vor fi de forma 


2 = ag + bt, 
yj TA (4.21) 
t max + ni 


‘si nu depind de alte elemente în afară de æ si t), a, b, m 

și n fiind coeficienți ce urmează să fie determinaţi. 
Să observăm mai întii că pentru x = et avem a” —0 
șI prin urmare din prima relaţie a sistemului (4.21) obținem 


avt + bt = 0 sau b = —a, 


ue unde, 


inlocuind această relație în prima dintre ecuațiile siste- 
iului (4.21), se obţine sistemul 


A ma -+ nt, 


care conţine numai trei coeficienți a, m și n, care trebuie 
să fie determinaţi. Pentru determinarea acestora, se folo- 
seste principiul al doilea al teoriei relativității, al con- 
stantei vitezei luminii. În acest sens luăm ca un prim eve- 
niment emisia unui semnal luminos, cînd O şi O’ coincid 
sat t = t — 0. După un timp, pentru observatorul din 
sistemul Oe, semnalul luminos atinge suprafața sferei, 


æ” = y” } 2 2 cl 0. 
find viteza luminii. 
Viteza luminii fiind o constantă universală, pentru 


observatorul din sistemul O'x'y'z', după timpul t 
alul luminos se va găsi pe sfera 


, Sem- 


mp2 + 2/2 | og'z — 022 = 0, 


wW 
© 


L,Y, 2, t3 x, y’, zt fiind coordonatele în cele două sisteme 
ale aceluiaşi aparat care primeşte semnalul luminos (al 
doilea eveniment). Cele două sisteme fiind considerate 
inerţiale, legile fenomenelor nu se pot schimba cind se 
trece de la un sistem la altul ; de aceea trebuie ca 


x2 b y? + g? — ee = g2 4- ii -4 g2 Lan cete. (4.2 4) 


Introducind în această identitate coordonatele din sis- 
temul (4.23), se obţine 


g? -4 y? i! 2 “A c42 pam (a? GDE em?je? JSM y? M si g2 
+ (aw? — en j — Haw + cemn)at, 


de unde, prin identificarea termenilor, se obține 


e iai (4.25 


aw — Cn? = — 67, (4.26) 
a2v + cm = 0. (4.27) 


= 
Si 
= 

H 
io 
-J 


) se obţine valoarea lui m, 


a cu 
m E (4.28) 
En ? 
pe care, introducind-o în (4.25), rezultă 
LPN 
atw? Aie: SA 
j e, (4.29) 
c(a2 L) 


Í Y 2 
a = =, în care am notat a ELE 
x e2 
A 7 . A s „Pi A e aura ar ÎL să 
Introducînd în continuare valoarea lui a în formulele (4.29 
şi (4.28), în cele din urmă se obţine 
i 1 i Erin 1 
H —- = sio om ra 
i e A bi j 
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În sfirsit, formulele de transformare (4.23) devin 


SR A NATAN 


t = = (4.30) 


diù care putem deduce transformarea inversă, 


Acestea sint relaţiile transformării Lorentz speciale, din 
care rezultă că poziţia şi durata unui eveniment depind de 
sistemul de referinţă în care se efectuează măsurătoarea 
lor. Se observă, de asemenea, că aceste transformări tree 
în celealelui Galilei, dacă ve. Adică transformările gal- 
ileiene reprezintă, pentru viteze mici în comparaţie cu 
viteza luminii, un caz particular al transformărilor Lorentz. 

Compunerea vitezelor în mecanica relativistă. Princi- 
piile relativităţii restrinse, a căror consecinţă directă a 
fost generalizarea în domeniul mecanicii a grupului trans- 
formărilor Lorentz, au produs schimbări asupra modului 
de a gîndi al fizicienilor. Ele au avut o contribuţie consi- 
derabilă în special în concepţiile moderne asupra energiei. 
Pentru a putea privi din acest punct de vedere problema 
energiei, este necesară studierea cu precădere a compunerii 
vitezelor, ţinind seama de grupul de transformări Lorentz 
şi a consecințelor ce decurg din el, referitoare la noţiunea 
de masă. 

În acest scop vom considera sistemul de coordonate 
O'x'y'z't (fig.4.7) şi o rachetă ce se găseşte în originea 


acestui sistem. Racheta se mişcă solidar cu sistemul res- 
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pectiv în direcţia pozitivă a axei Ox, cu viteza v. Să pre- 
supunem că în interiorul rachetei un punct M se află în 
mişcare, avind în raport cu sistemul O'x'y'z't viteza w’ 
de proiecții w;, w, şi w, pe axele sistemului. 

Să determinăm componentele w,, Wy, W, ale vitezei w 
in raport cu sistemul Oryzt, presupus fix. 

Mişcarea sistemului O'g'y'z'ť fată de sistemul Oxyzt 
este o translație cu viteza © pe linia comună a axelor Ox 
BO, 

Derivind relaţiile (4.31) ale lui Lorentz în raport cu 
timpul /, măsurat de un observator din sistemul Oxyzt 


care se mai numeşte şi timpul său propriu, se obţine 


dg d dy dy ať 
3 * Lă 
di dt di di” di 
e dz’ 
: l 
dz dz" di di 02 AY 
II j i 4 
dt dt dt dt’ J: yè 
c? 
Însă 
da dy dz 
Wz; : 4, ; - 20, 
di d! dt 
şi 
da i dy’ f dz” 
- ~ Wy s Wy o (L 
dt dr dt 
Rezultă 
wW), po A (4 20 
w —— „52 
VW, a) 
ji (re 
(= 
wy (4.33) 
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wL. (4.34) 


Relaţiile (4.32), (4.33) şi (4.34) arată că şi în cazul li- 
mită, cînd în sistemul O'x'y'z't se emite un semnal lu- 
minos cu viteza w, = c (viteza luminii), w = 0, w= 0, 
se obţine 


AD e, 4 Oo: Es 


care confirmă constanța vitezei luminii. Aceste relaţii 
arată că viteza relativă a unui mobil ce se deplasează fată 
de un sistem inerţial, care, la rîndul lui, se deplasează faţă 
de un alt sistem, nu poate depăşi faţă de acest sistem viteza 
luminii. Relaţiile mai arată că în cazul în care v și w, sint 
e ORA up Dă 

mici, —— și 
e? 62 


face în modul deseris de cinematica clasică, 


devin neglijabile, iar măsurarea, vitezei se 


wW, Ww, +0, Thl = W; şi Ww, 4 w, 


incit formulele mecanicii clasice devin un caz particular 
al mecanicii einsteiniene. 

Variația masei cu viteza în teoria relativității. Faptul 
cá nici un corp nu poate avea o viteză mai mare decit 
viteza luminii sugerează ideea că o dată cu creşterea vi- 
tezei lui, corpul trebuie să opună o rezistență din ce în ce 
mai mare oricărei tendințe de accelerare. Or, acest lucru 
înseamnă că masa trebuie să crească nelimitat cînd viteza 
lui tinde spre valoarea vitezei luminii. Reamintim că în 
mecanica nerelativistă masa unui corp este considerată o 
mărime constantă. Ca urmare, în mod logic, trebuie să 
ajungem la coneluzia că dacă asupra unui corp acţionează 
o forţă finită, ce îi produce o acceleraţie, o dată cu varia- 
ţia vitezei apare și o variaţie a masei. În mod corespun- 


zător, atunci cînd viteza corpului tinde să atingă viteza 
luminii, masa sa tinde spre infinit. 

hezultă de aici că masa unui corp nu este o constantă, 
ci o funcție crescătoare de viteză. După cum se ştie, pro- 
dusul m =H se numeşte impuls, fiind un vector de aceeaşi 
orientare cu viteza & a corpului de masă m. Admiţind 
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că în mecanica nerelativistă m = const, din formula im- 
pulsului, obţinem à 


Ý fiind forţa ce acţionează asupra corpului. 

Dacă avem.un sistem izolat de corpuri care interac- 
ţionează între ele prin forţe şi presupunem că asupra unuia 
dintre aceste corpuri acţionează un altul cu o forță F, 
putem scrie 


Însumînd forţele ce acţionează asupra întregului sistem, 
obţinem 


ac =t n, d 1 d ” 
m E Y mv; — 5 mt 
pari saydi dt 2 


Conform însă legii a treia a mecanicii, a lui Newton 
(a principiului acţiunii şi reacţiunii), forțele interne TF, 
ale sistemului care acţionează între corpuri sint două 
cite două egale şi de semne contrarii, deci 


n n 
$ F, = 0, de unde — X m, 5; = 0 
Zi dt 2 
sau 
# 
Y m; v; = const. 
ai 


De aici rezultă principiul conservării impulsului, care 
se enunţă astfel: într-un sistem izolat, suma geometrică 
a impulsurilor iniţiale nu poate îi modificată de interac- 
ţiunile interne, răminind constantă în timp. Remarcabil 
este faptul că principiul conservării impulsului se deduce 
direct din cele trei legi ale lui Newton, fără să se mai in- 
troducă nici un fel de ipoteză suplimentară. 

Pentru a găsi dependenţa masei de viteză, vom căuta 
să găsim o definiţie a impulsului, care, pentru viteze mici 
în raport cu viteza luminii, să se reducă la expresia impul- 
sului din mecanica nerelativistă H = mù, m, fiind masa de 
repaus a corpului în sistemul dereterinţă considerat. Pentru 
acest scop vom utiliza legea conservării impulsului, pe care 
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o vom generaliza în mecanica relativistă. Tinind seama de 
cele arătate mai sus, vom analiza din punct de vedere re- 
lativist ciocnirea a două corpuri. În acest scop vom introdu- 
ce cele două sisteme inerţiale descrise în figura 4.7, reduse 


însă numai la axele Osy și O'x'y’ (fig. 4.8), cel de al doilea 


y s = 
E Ly 7, y DA e! 
| | 2 T 4 a2 
| £ 
| 
| e 
+ 
| | : 
| w, f - 
| i 7 | 
| ; i $ 
poeet TD, 
| | 7 
| fy ] 
i N in 
| SA ANUN ua 
i rar 
| W' 
H N N „N A 
U IOA X 


Fig. 4.8. 


e de translație, rectilinie şi uniformă, avind 
ată în direcția pozitivă a axei Oz. În fie- 
1 considera un observator, aruncind fie- 
Său, cu aceeaşi viteză w', în directie ver- 
identică, cel din sistemul Ogy în sus, iar 
sistemul O'x'y' în jos, astfel încît ele să se întâl- 
intr-un punct M. Vom analiza procesul ciocnirii 
pe care o vom considera elastică, din sistemul Oxy. Pri. 
vite din acest sistem, traiectoriile celor două bile vor fi 
respectiv AMA şi'BMB', iar Olzy’ reprezintă poziția 
axelor de coordonate O'w'y’, atunci cind bila a doua ajunge 
în B' şi prima bilă ajunge din nou în A, după ce ambele 
s-au ciocnit în M. ' 


viteza © 
care sisi 
care în sistem 
tieală, cite o bi 


cel din 


nească 


N Mişcarea primei bile, aruncată din A, desfășurindu-se 
in sistemul de referinţă în care este analizat procesul cioc- 
nri, va avea loc de-a lungul dreptei AM, cu viteza 2 
cu care este aruncată. 


Mişcarea bilei a doua, aruneată din punctul B, ce se 


află în sistemul mobil 0'2'y', va fi functie atît de viteza w 
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cu care a fost aruncată, cit si de viteza £&, de translație a 
sistemului, din a căror compunere rezultă viteza w. 

Deoarece mişcarea acestei bile este analizată de un 
observator din sistemul Oxy, viteza w a bilei aruncată din 
B, ce corespunde sistemului 0'x'y', trebuie să fie trans- 
formată în sistemul Oxy conform relaţiei (4.33) în care se 
ține seama că w, = 0, încît obţinem 


A y? 
w w) |- eaii 
62 


Deci u va avea valoarea 


i 2 N cai 
u | mp2 ap i Ti ) 4 EN 
ns 


Considerind că masele celor două bile în mişcare sint 
funcții de viteza cu care se deplasează, vom nota cu mlw’) 
masa primei bile şi cu m(u) masa bilei a doua. Impulsul 
total înainte de ciocnirea celor două bile va fi egal cu suma 
vectorială 

H, = mw) w + mu) u. (4.87) 

După ciocnire, vitezele celor două bile se modifică și 
anume, prima bilă se va reîntoarce spre punctul A cu 
viteza w, iar bila a doua va urma drumul M B’ cu viteza 
t, Care rezultă din compunerea vitezelor w şi v. Deoarece 
ciocnirea este elastică, mărimea acesteia din urmă nu 
este influenţată de procesul de ciocnire, ea răminind deci 
tot timpul egală cu viteza relativă de translație a siste- 
mului O'g'y’ fată de sistemul Oxy. Deci 


de unde rezultă impulsul total după ciocnirea elastică, 


H, = m(wi) w + mur) u. (4.39) 
În conformitate cu principiul conservării impulsului, din 
(4.37) şi (4.39) se obține 


Fi H = const 
sau 
m(w' w + muyü = mwi yw, + miu yii. (4.40) 


Tinind seama de proprietățile proiecției sumei vec- 
toriale pe o direcție dată, proiectind relația (4.40) pe di- 
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Teca Or şi avind în vedere, astfel cum s-a arăt 


atât componenta lui 4 cit și a lui 4, după direcția Ox pu- 
tem serie Atu 


at, că 5 este 


m(u) o = m(u,) v 


m(4) = m(u,), de unde u = u (4.41) 


J li» 
Avind în veder ; ENa : 

A d I re acest rezultat și ecuatiile (4.36) si 

(4.38), rezultă 4 y it pala 


H: 


/ X 


şi deci 


(4.42) 


care arată că bila a doua, după ciocnirea elastică. se reîn- 


toarce spre ] iyitä i 

toarce spre B (privită de observatorul din sistemul 
aceeaşi viteză. 

| Tic. pei principiul conservării energiei cinetice, cioc- 
NEJA E Ra Vee BEWA M p .. . ) j 
Fa ana ; Să Serlem că sumele energiilor cinetice a celor 
aoua bile inainte şi după ciocnire trebuie să, fi a 
S pi re trebuie să fie egale. Se 
obţine SRN R 


Oxy) cu 


PE NIOEN hpu RAPEN OT y iing) B Par. | Ra) 
. : a pe mem a. 
Însă, conform cu (4.41) i w 
Horm cu (4.41), u 4, prin urmare şi 
m(w’) w’? m(wi) w? sau w’ wi (4.43) 
. Li „TOF 


ceea ce arată că şi prima 


; bilă trebuie să se reîntoarcă în 


cu viteza pe care a avut-o înainte de ciocnire 

Proiectind egalitatea vectorială (4.40) pe direcţia trans 
versală a deplasării O'x'y’, utilizind si egalită țile de ( L43), 
(4.41) si (4.49) Ke obtine e AS MAGI SAUD 


A g”. a? 4 Lă y? 
mw )w — m(u)w J: 


[E 
lä 9 
fan’ "id | d ? | v“ 
Mw Jw +- mu) w j1 ma st MA 
| 62 
care se reduce la 
i m(w' 
mu) Dat e) 
J p2 (4.44} 
e? > 


relaţie valabilă, oricare ar fi mărimea vitezelor v şi w’. 
Dacă în sistemul de bile ce se ciocnesc vom face ca 
modulul vitezei Ùw să tindă spre zero, masa primei bile 
va tinde spre valoarea masei sale în stare de repaus, pe 
care o vom nota cu m, Totodată, modulul vitezei ù a 
bilei a doua va tinde spre viteza relativă ù, de transport 
a sistemului 0'x'y' față de sistemul Ogy, iar masa m a 
acestei bile .are viteza relativă w faţă deo bilă identică. 
Rezultă că atunci cînd 4 tinde spre zero, relaţia (4.44) se 
poate scrie sub forma 

TE (4.45) 

[i-z 

aa 


Din această relație, care reprezintă dependența masei de 
viteză, rezultă că masa, ca măsură a inerţiei corpului, 
este cu atit mai mare cu cit viteza corpului este mai mare. 
De asemenea, pentru viteze mici în comparaţie cu viteza 
luminii, raportul v/c are valoare neglijabilă şi obținem 


m = Mj; 


ceea ce arată că în cadrul mecanicii newtoniene putem 
considera masa corpurilor constantă. 

Experiențele privind mişcarea unor particule cu sar- 
cină electrică în cimpuri electrice sau magnetice, cu aju- 
torul cărora li se pot comunica viteze foarte mari, au ară- 
tat că o dată cu creşterea vitezei particulelor creşte şi 
masa lor, în concordanţă cu relaţia (4.45). 

Cu formula, (4.45) putem calcula masa unei particule 
care se mişcă cu viteza v, dacă v Æ c, atunci cind îi cu- 
noaştem masa de repaus mg. Formula arată că nu este 
posibil să accelerăm particule oricît de mici ar fi masele 
lor de repaus, pină la viteza luminii, deoarece în apropie- 
rea acestei viteze, masele lor tinzind spre infinit, forțele 
necesare accelerării, va trebui ca la rîndul lor să fie infinite. 
În schimb însă, putem afirma cu toată convingerea că 
dacă masa unei particule este egală cu zero în stare de 
repaus, ea poate atinge viteza luminii. Din această cate- 
gorie fac parte fotonii sau cuantele de lumină. În schimb 
însă, dacă o particulă are viteza c, aceasta fiind invariantă, 
rezultă că nu există pentru astfel de particule un referen- 
tial față de care să se afle în repaus, adică pentru astfel 
de particule nu are sens conceptul de masă de repaus. 
Şi de aici rezultă, formal, my = 0. 
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Ajungem astfel la o concluzie foarte importantă : toate 
particulele elementare existente în natură, se împart în 
două categorii : particule cu masă de repaus nulă şi parti- 
cule cu masă de repaus diferită de zero. 

Se pune însă întrebarea: poate oare o particulă dintr-o 
categorie să se transforme într-o particulă din cealaltă, 
categorie? Se admite, de exemplu, că un electron cioenin- 
du-se de un pozitron, ambele particule încetează de a mai 
exista, punind în acelaşi timp în libertate doi fotoni de 
mare energie. Acestui fenomen i se mai spune uneori im- 
propriu „anihilare”, adică distrugerea materiei. Se înţelege 
că nu se întimplă nici un fel de distrugere, ci numai trans- 
formarea unor particule cu masă de repaus în particule 
fără masă de repaus. 

Expresia energiei în teoria relativităţii. Pentru . cal- 
culul expresiei energiei în teoria relativităţii, vom proceda, 
in acelaşi fel ca în 4.2.2, cind am calculat transformarea, 
lucrului mecanic transmis de o forţă asupra unui corp în 
energie cinetică. De această dată vom ţine seama că masa 
corpului creşte o dată cu viteza corpului, conform relaţiei 
(4.45). În acest scop, vom serie lucrul mecanic elementar 
sub forma produsului scalar dintre forţa, F, care acţionează, 
asupra unui corp liber de masă m, asimilat cu un punct 
material, şi deplasarea sa d5, 


dW — F ds. 
Notind eu v viteza corpului, conform relaţiei (4.35) putem 
scrie 


; cani ANR. e al Ol i 
AW = d(m2) — = d(m5) 5 = (dm + md) o 
di 
sau 
GA Abe a MENTĂ a ra 
aW = modu + v? dm = — (62) + vdm. 
9 Ñ s 


PI N il i ul ; L 
Știind însă că produsul scalar al unui vector prin el însuşi 
este egal cu pătratul modulului său, obţinem 


aw — = a(o?) + vdm. (4.46) 


În mecanica nerelativistă, masa unui corp fiind consi- 
derată invariabilă, dm = 0, relația precedentă se reduce la 
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şi astfel lucrul mecanic efectuat de o forţă F, ce acționează 
asupra unui punct material de-a lungul unei traiectorii 
oarecare, este 


2 
N m Qi mo” $ 
M — \ dw?) FO 
O 9 
2 2 


Dacă forta începe să acţioneze asupra corpului cînd acesta 


se află în repaus, atunci pentru v —0, W = 0 ṣi deci 
C = 0 şi vom putea serie 
Í 
i J MV- 
DA 
aceasta fiind expresia lucrului mecanic, necesar pentru 
scoate un punct material de masă m din starea de re 
paus şi a-i comunica viteza ©, 
Relaţia (4.45), care arată modul în care masa variază 


cu viteza, se mai poate serie sub forma 
me? m?c? — m??? 


din a cărei diferențiere obtinem 


2e?mdm 2mo dm 3m vdi 0, 
de unde 
ERENG 
m c dm dv?) 
9 


Să introducem ultima relaţie în (4.46) si să ţinem seama 
că d W este egal cu energia dW transmisă punctului material 
de masă m. Vom putea scrie 


a W ce dm 
și, prin integrare, 
W =— me? + Q, 
Pentru m 0, deoarece atit lucrul mecanic, cit si ener 


gia nu pot exista fără masă (în afara materiei). rezultă 
imediat că C 0 și, ţinind seama de (4.45), putem serie 


2 
d [i Mac? A) 2) 1/2 
W = me? ee dee ul Rica (a Alle 8 had 
/ y? 
/ 1 — 
e? 
440 


n care am notat o = 


C 


i binomului lui Newton, obținem 


r7 ' l LS 
WS me (3 F 2:44 zt 


2 2-4 


u, avind în vedere valoarea lui a, obţinem 


j 
rezultă 


ție ce arată că energia unui corp în mişcare rezultă din 


insumarea energiei sale cinetice. - 


e obține din produsul dintre masa sa de repaus 
l vitezei luminii, Moc?, care reg 


i 


Pentru a ne da mai bine seama de 
energii, o vom compara cu 


trolului. 


petrolului, această cantitate 


cu aceea obținută prin arderea a 9- 1016/42 -106 x 2. 10° 


ste celebra 


4 i | N 3 pă 
Wi vm ot 4 Mov“ A Mo 


2 a) GS 


Folosind numai primii doi termeni ai dezv 


l 


5) 


Wig MG? 


Wo = 1- (3: 105) = 9.1016 J. 


tării în serie, 


(4.47) 


Dacă vom socoti 42 MJ/kg puterea calorică, 


kilograme de petrol. 
Este greșită interpretarea ce se dă uneori tormulei 


ioarea : 


sistemul fizic într-o stare dată se ( 


tj 


„Prin dezvoltare în serie. conform 


Mv”, şi o energie ce 


şi pătra- 
»rezintă energia masei de 
repaus a, corpului. Această ultimă energie se 


nai numeg- 
te Și energia sa proprie. 


ecuaţie a lui Einstein, considerată adeseori 
drept cea mai importantă formulă a teoriei relativităţii 
1 care este o relaţie fundamentală în fizica nucleară. H 
„tă că materia constituie un uriaş izvor de energie. 
( 


$ 
ud 


ontorm acestei formule, energia corespunzătoare unui 
eram de substanţă este 


însemnătatea acestei 
cea obţinută prin arderea pe- 


d 


de energie este echivalentă 


(4.47) că ea ar reprezenta transformarea mâteriei in ener- 
gie. Singura interpretare corectă a relației (4.47) este urmă- 


'araclerizează 


+] 


4 


i 


prin mărimile de e m și W. Între aceste mării 
relaţia W = mec? si, în consecinţă, între varia 
există relaţia 


AW = c2Am. 


Această formulă se referă 


a procesele de trecere a materiei 
alta, ma i 


ia prezentindu-se în nat 
(sub formele ei de ag 
ă, radiaţii ete. căror: 


malg cular, cum sint 
sun în li iberi 


zătoare prere )] 
prin care se pun 
iz 41-10-58 
a TIcă 
adică 0,44 mi pentru a putea 
fi mi ăsurat: 
Formula rtantă, deoarece sin- 


legi cunoscute, a 


tetizează într-o 
conservării m iei, care er: 
CN jderale ca eparate.  Intr-ad levăr, legea conse 
vării masei, descoperită de Lavoisier care arată că 
masa unei substanţe ce lð cu suma maselor 
componentelor ce ei, este numa 
a iproximativă.. Coni i ) li 
namică se asa aibă 
orice variaţie a energiei 
a masei sistemului eg: tul energi | 
şi p ătr ratul vitezei luminii. Această (ie a masei repre- 
zintă masa core; punzătoare energiei radiante. Asttel, di 
combinarea a 2 grame de hidrogen şi 16 grame de oxigen 
nu obţinem exact 18 grame de apă, pentru că această 
reacţie chimică este ită de degajarea unei cantităţi 
de căldură egală cu 286 kJ, care antrenează o variaţie a, 
masei, egală cu i 
Am = 286: 10 =3+:10” 2 ke—3.107% g, 


CLU | 
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le atribuim o de 


i, astfel calculată, ne arată totuşi că legea 
oate fi considerată ca 


Variația ms 
conservării masei, a lui Lavoisier, 
o bună aproximaţie a realității. 
Situaţia se schimbă radical în cazul reacți în care 
rapo prtul a A energia schimbată cu mediu ıl exterior Şi 
nasa substanţelor ce intră în reacţie devine foarte mare, 
cum este cg lor nucleare sau acelea dintre par- 
ticulele element are, mai bine zis, atunci cînd se trece de 
la nivelul macy i lecular la cel microscopic sau 
atom 


n 


acția de fisiune 
torii nucleari. 
ului este lovit 


Pentru a 
a ar ata 23 
Se stie că dacă n l 
de un neutron venii 
imediat, i C 
aproape ega 


|Ză Aproape 
două fragmente 
i radiaţii gamme 
or neutronilor 

e că acest 
a, masei (defecit 
ți atomice de 
de uraniu cu 


sei 
0,229 
„22 li p 
Am - ~ 96: 1075 96 - 10 ko 
2r 
kD 


formă”, în pene 
m iii dei (4.47), 
izotopul 235 a 


W me? — 96 “10-8. 9. 1016 864:109J 


i E. Idy 
Å 


864 : 108/42 - 106 ~ 2057 kg x 2 t petrol. 


4- 


Se constat ntal că această energie se regă- 
seşte :4% dn: t } isé în timpul fisiunii, 16% în 

emisiunile radioactive a fi ementelor produse prin fi- 
siune, iar restul de 80% reprezintă energia cinetică æ înseși 
acestor fragmente, care, fiind proiectate cu o viteză con- 
siderabilă, ciocnesc a atomii vecini, transformîndu-şi energia 
lor cinetică în căldură. Această căldură este în cele din 


urmă exploatată în reactorii nucleari. 
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Capitolul 5. MODELUL CÎMPURILOR FIZICE 


POTENŢIALE PLANE 


„Dacă, înainte de a incepe muncă, ar 
trebui mai întii să găseşti căile de în- 
lăturare a tuturor piedicilor posibile, 
care ar putea fi întilnite în timpul in- 
făptuirii sale, atunci nici o Muncă nu 
f 


ar mai fi începută.“ 


Samuel JOHNSON 


5.1. Cimp fizie de forte. Generalităţi 


Prin cîmp se înțeleg două noțiuni distincte : 

a. O formă de materie prin care se transmit interac- 
țiunile dintre sisteme, de exemplu : cimp gravific, cimp 
electromagnetic, cîmp nuclear, cimp mezonic ete. 

b. Mulțimea nenumărabilă a valorilor pe care le poate 
lua, într-un domeniu dat, o mărime dependentă de z, y, 2 și t. 
Un astfel de cimp poate fi scalar, vectorial |... după 
tipul mărimii fizice : cimp de temperatură, cimp de vi- 
teze, cîmp de torţe, cimp de inducţie electrică, respectiv 
magnetică s.a.m.d. 

Cimpul vectorial, a cărui stare locală şi instantanee este 
caracterizată de forțe care acționează asupra punctelor 
materiale, se numeşte cîmp de forte. De exemplu, un 
punct material aflat sub acţiunea gravitaţiei se găsește 
intr-un cimp gravific. Un corp ce posedă sarcini electrice 
şi care este atras sau respins de alte corpuri încărcate cu 
electricitate se găseşte într-un cîmp de torţe 
tice etc. 


electrosta- 


Forţa F cu care acţionează cimpul asupra punctului 
material (numită uneori funcție de punct) este determinată, 
dacă se cunosc cele trei componente A, Y, Z ale fortei 
în funcție de coordonatele x, Y, 2, t ale punctului. său de 
aplicație şi de timp. Cind mărimea acestor forțe nu depinde 
de timp, ci numai de poziție, se spune că punctul sau cor- 
pul material se află sau se mişcă într-un cîmp invariabil 
de forțe. 


114 


Pentru a studia cimpurile fizice, vom lua ca exemplu 
impul electric, rezultatele generalizindu-le apoi in „alte 
domenii ale fizicii. In acest scop vom rezuma mai Jos 
unele definiții şi proprietăţi ale cimpului electric, SA 

Cîmpul electric este cîmpul vectorial purtător mater ial 
al interacțiunilor. dintre sarcinile electrice, fiind paranta 
rizab în fiecare punct de intensitate: cimpului electric rd 
Cimpul electric poate fi studiat introducind în cîmp un mig 
:orp de probă încărcat cuo sarcină electrică punetitormă 
j, care să nu modifice distribuţia de sarcină a cîimpului. 


A . 4 AAN i . Aaa 
Se numeşte intensitatea cîmpului electrice E limita 


raportului dintre forța F care acţionează asupra sarcinii 
pe i s af E A AEE ET 
electrice q a corpului de probă aflat în vid și sarcina re; 
eler ] l ] 


pectivä, 


E lim . 


ă, are sens fizic (experimen- 
ipoteza continuității sarcinii 
acestea se pot diviza 


Procesul de treceri 


tal) numai dacă se adn 
electrice si a materiei, în sensul că 1 
oricît de mult. Această ipoteză este fundamentală pentru 
intreaga teorie macroscopică (fenomenologică) a interac- 
țiunilor electromagnetice. 


Se numeşte linie de cîmp curba a cărei tangentă în 
ice punct are directia vectorului Ë, intensitate a cim- 
pului. Dacă se aşază în spaţiu o curbă inchisă şi prin 


fiecare dintre punctele ei n duce linia de cîmp cores- 
punzătoare, vom obţine ceea ce se numeşte un tub de 


linii de cimg 


Considerăm într-un cîmp electric o suprafaţă închisă S. 
ec d EA i e ` Q a Ct A N e *% 
Fluxul ce trece prin elementul dA al suprafeţei S este dat 
de expresia i 
dy EdA cosg, 


a fiind unghiul făcut de direcţia normalei la suprafaţă cu 
direcţia forţei. Elementul de suprafaţă dA se poate asimila, 
cu un vector care are o mărime egală cu aria sa, iar ca 
direcţie și sens, normala la suprafaţă. În acest fel, fluxul 
ce trece prin aria elementară dA se exprimă prin produsul 


scalar 


Fluxul total ce trece prin întreaga suprafată S va fi 


A A A 


y = b Ëdā. 
li 
S 


In electrostatică se demonstrează teorema lui Gaus, care 
se enunță astfel : fluxul de forţă ce străbate o suprafată 
închisă de formă oarecare este egal cu 


tb Q 


Q fiind sarcina electrică cuprinsă în interiorul suprafeței, 
iar e permitivitatea absolută a mediului, presupus omogen, 
liniar şi izotrop. Pentru un mediu oarecare, în cazul 
în care sarcina electrică se află în interiorul suprafeţei 
închise, teorema lui Gauss se serie 


b Dd n Q, 


j 


unde D este vectorul inducție electrică. 

O aplicație a teoremei lui Gauss este teorema lui Cou- 
lomb, care demonstrează că printr-un punct exterior, 
din apropierea suprafeței unui conductor în echilibru elec- 
trostatic, cîmpul electric are valoarea 


e 
FA 3 
AR VAA 

4 


De asemenea, se mai demonstrează că presiunea electro - 
statică a unui conductor este 


pimi. 
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Aceste relații sînt exprimate în sistemul internațional 
de unităţi, în care E intensitatea cimpului — se măsoară 
în Vim, 4 — fluxul electric — se măsoară în coulombi, 
O — sarcina electrică — se măsoară în „coulombi, g A den- 
sitatea superficială de sarcină — se măsoară în C/m?, E= 
permitivitate absolută a mediului — se măsoară în F/m. i 
O altă aplicație a teoremei lui Gaus o reprezintă t 
rema elementelor corespondente. Se numesc e iese af 
corespondente elementele de suprafață dA şi dA A SAN 
mitate pe doi conductori M şi N, de un tub de linii de omy 
foarte îngust (fig. 5.2). Conform teoremei menționa te 4 
sarcinile elementelor corespunzătoare sint egale şi de semn 
contrar. 


În 4.2.4 am arătat cum se calculează lucrul mopsa 
necesar pentru a deplasa un corp încăreat cu sarcină ri 
trică atunci cînd se găseşte sub „acțiunea altor aici a ei 
trice fixe, sarcina aflindu-se deci într-un cimp de for i e să 
trostatice. Am mai arătat că acest lucru mecanic nu de mana 
de forma drumului parcurs, ci numai de poziţia iniţială 

i finală a sarcinii în mişcare. 

F pa fonsa ege ead cîmpului electrostatic produs 
de o sarcină punctiformă ( într-un punct M, ce se găseşte 
la distanţa r de sarcină, este exprimat în SI prin 


V au MA 2 + const, 
4me r 


unde constanta aditivă este arbitrară. Făcind gi a 
V(o00) = 0, rezultă const = 0 şi deci, potențialul dintr-un 
punct al cîmpului, produs de sarcina Q, se serie 


1: Q 
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Dacă ŞI pt i i 
trice s 5 Qi; Qa, Q3... Și Tis Pos 73... Sint sarcinile elec- | 
far e, respecti» distanţele pină la un punct Mal cimpului 
produs de aceste sarcini, atunci potenţialul în acel punet 


este 


: n ( 
i si l ~ (), i 5 
tne, Sa r i | 


In cazul unor 
pe suprafete, 


. j r ( P 
i z | Ja sani y ră 


r 4 Te ) 


Sarcini distribuite continuu în volum sau 


Y> ] s 
vaporii tot sistemul de sarcini electri i 
pa nul de sarcini electrice la un sisten: 


Oxyz de coordonate (fig. 5.3) si notind cu a, Bay, coor 


donatele sarcinilor electrice Q, si eu æ, y, 2 coordonatele 
punctului M, distanța r; de la sistemul de sarcini electrice | 
la punctul M se poate serie 


Ti (Por 04) (ym Ba? + (22, 
de unde 
| Or; AA NILE UF Or. i 
> ee g PA E au). sau . 
ox og à Ja P 


Pe de altă parte, din relația (5.1) 


Pa, ) 

0A $ i C { 7] n 
; l 5 RR Qi Ori 

ox Are îi x 4Ans £ 7? ôg 


118 


sau 
9] 1 5 Q; — ti; 
ð ire re T; 
1 (), 


um însă --- este egală cu cimpul E; cu care o 
A En OTE 


sarcină Q, acţionează asupra unității de sarcină aflată 
0 j i să 
punctul M, iar - este cosinusul director făcut de 
7; 
direcția cîmpului cu direcţia axei Ox, se obţine 


OV "i i 
9 E, Ta 
da aie 
E, este proiecția cimpului E, pe axa Ox, iar E, este suma, 
proiecţiilor pe axa Oa a cimpurilor cu care acţionează tota- 
litatea sarcinilor asupra unităţii de sarcină aflată în pune- 
tul M. Valoarea lui E, este egală deci cu proiecția intensi- 
tăţii cimpului din punctul M, pe axa Ox. In acelaşi mod 
obținem 
OV / £ 9V i 
E, ȘI E: 
dy oz 
Punctele dintr-un cimp electric care au acelasi poten- 
ġial se găsesc pe o suprafaţă V (x,y, 2) const, numită 
suprafață echipotențială. Am văzut în 4.2.4 că suprafețele 
conductorilor încăreaţi cu electricitate sint şi ele echipo- 
tențiale. 
| A co d A e i QR y j i ; 
Se constată că ——-» , sint  cosinușii direc- 
ox oy gz 
ori ai normalei într-un punct oarecare (x, y, 2) la suprafața 
echipotențială V (92) const. 
Deoarece însă, cimpul electric 
E = E, i + Ej + Ek 
ire componentele egale cu 
à âV A əy y oV d 
E, sl, >» E, = — => (5.2) 
ox t oy 02 


inseamnă că tangenta la liniile de cimp, în punctele în 
care acestea întilnese suprafaţa echipotenţială, au aceeaşi 
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direcţie cu normala 


un mare < 


nu se po 


sarcini electi rice (fig. } 
iata va fi n urn 
4 
i 
| 
| ax 
a td 
PA 
/ 
S 
Xi 
rd 
4 


Vom nota cele tre 


PPN CX P 
wei axe E, Bn E 


intr-un volum este negativ. P 


— iau dz — 


Deoarece 
(dx dy d 


i r A 
T sit zau P rd 


fluxul (pozitiv) ce iese 
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insuma de 
Să aplicăm teor 
del imitează volumul elen nentar (da 


la suprafaţa echipotenţială ; liniile de 
cîmp și SANDA afeţele echipotenţiale sînt deci 

Din cele arătate rezultă că dacă 
într-un punet, se po 
pului electric în acel 


] pune 


ema lui 


nul. 


i com pr 
şi ţinem 


SHALLY. 


E, dx dz — E, da di 


E să 
mad ANTE 


> din volumul 
zu o i) 
„iat A E A Ey | dy dz 


ôE, 


—— d? 


ortogonale. 
se cunoaşte potenția 
ate e day cu ușurință mărimea ci 


Acest fel de calcul prezint 


Gauss pentru 


xente ale cimpului după cele 
intr; ă 


adună algebric, 
cimpului, fiind mări 
cit vectorial. 


în timp ce 
mi vectoriale, 


avantaj, deoarece, datorită unei distribuții oare 
care de sarcini, potentialele se 
forţele şi intensitatea 
4 
Li 


suprafața c 


seama că fluxul 


utem serie 


mponer ntele cîmpului la iesirea 


) dg dy = v,. 
7 


din 


respectiv este 


ce 


volumul 


v, dy, dz) care nu conţine 


; fluxul ce iese din această supra 


lui 


Li 


a, 


€ 


Însumind expresiile corespunzătoare pentru v, şi ve 
obţinem fluxul ce străbate pin a volumului (d: > dy dz), 
care, conform teoremei lui Gaus, trebuie să fie nul, deoarece 
volumul considerat nu conţine sarcini electrice, 


DB, DE, OB, U 
( A (o CPs + Ea, ) dz dy dz = 0 


E O E TAAN, 
sau 
iapa OB, vO, 
+t Ft- = 0, 
O% dy dz 


expresie care poartă numele de divergență. lulocuind 
Ea E, E, cu valorile din (5.2), se obţine expresia 


CR ATA RAEN == (5.3) 
oa Oy? z? 


numită ecuația lui Laplace. Cimpurile fizice care satisfac 
această ecuaţie se mai numesc cîmpuri laplaceiene, cimpuri 
potenţiale sau cîmpuri de divergență nulă. 

Din cele arătate, problema determinării cimpului elec- 
ostatic este simplă, cînd se cunoaşte distribuţia sarcinilor 
căci ea se reduce în cele din urmă la calculul unor integrale. 
Cînd într-un cimp electrostatic se introduce conductori, 
problema, devine foarte complicată, deoarece trebuie să 
se determine distribuţia acestor sarcini astfel ca supra- 
faţa conductorilor să fie echipotenţială. Problemele cele 
mai simple de această natură sint acelea în care funepia 
potenţială V satisface, în orice punet din exteriorul con- 
ductorilor, relația (5.3) a lui Laplace, care se mai scrie, în 
formalismul analizei eu labe, astfel 


Mee O 
După cum s-a arătat, suprafeţele echipotenţiale sint în 
orice punct din spaţiu normale la vectorul intensitate a 


P 


impului E. Se demonstrează că nu există decit o singură 
funcție V care să satisfacă ecuația lui Laplace şi care să 
aibă valori date pe un număr de conductori în repaus, 
impunindu-se totodată şi condiţia de a avea un potenţial 
cunoscut pe unul dintre conductorii ce închide sistemul 
sau, în lipsa acestuia, condiţia ca la infinit V > 0. 
Din acest motiv, atunci cînd pe o cale particulară se 
obţine soluția unei probleme de fizică de această natură 
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şi care satisface condiţiile precedente, soluţia trebuie con- 
siderată unică şi definitivă, oricare au fost mijloacele 
folosite pentru a o rezolva. 

Astfel de probleme, în care se cererezolvarea unei ecua- 
ţii diferențiale cu anumite condiţii de frontieră, se numesc 
probleme cu valori limită. Ele au format, de-a lungul 
timpului, obiectul multor studii matematice, care au ară- 
tat că în cazul eonducetorilor cu forme complicate, nu există 
metode analitice generale, pentru găsirea soluţiilor. 

În legătură cu suprafețele echipotenţiale există o teo- 
remă care pune în evidenţă legătura dintre sarcinile electrice 
de pe suprafaţă şi structura cimpului creat de acestea : 
putem materializa orice suprafaţă echipotenţială printr-o 
suprafată conductoare, lăsînd să se răspindească pe ea 
sarcinile interioare, fără ca structura cîmpului exterior 
să se schimbe. 


5.2. Proprietăţile cimpurilor veetoriale plane. 
Introducere matematică 


Există situaţii, în aparenţă foarte particulare, dar cu 
multe aplicaţii în practică, în care variațiile cîimpuriloi 
fizice într-o direcţie a axelor de coordonate sînt egale cu 
zero sau pot fi neglijate în comparaţie cu variatiile pe 
celelalte două, direcţii. Deoarece în astfel de probleme in- 
tensitatea cimpului depinde numai de două coordonate. 


de exemplu, v si y, ele se numesc bidimensionale, iar 


ô E, r k à 
a masă 0, incit ecuaţia lui Laplace se reduce la 
p 
02] 02) 
0. (9.4 
) a oy” 


Cimpul definit de o astfel de ecuatie se numeşte cimp 


plan, deoarece vectorul intensitate a cîmpului F, fiind inde 


pendent de z, păstrează aceeaşi mărime, direcţie și 
sens cind punctul său de aplicaţie se deplasează după nor 
mala la planul Ogy. Cîmpul este definit deci prin două com- 
ponente E, şi E,. Evident, suprafețele echipotenţiale ale 
cimpurilor plane vor fi suprafeţe cilindrice având, în acest 
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caz, generatoarele paralele cu axa Oz. Interseeţiile acestor 
suprafețe cu planul Oxy formează o familie de curbe echi- 
potenţiale, a căror ecuație. V(xy) — C este o soluţie a 
cuației (5.4) a lui Laplace, C fiind o constantă arbitrară, 

De remarcat că, în mod practic, asemenea probleme nu 
pot interveni atita timp cît conducetorii au dimensiuni ti- 
nite, Cu toate acestea, există numeroase cazuri importante 
in care lungimea conduetorilor cilindrici este cu mult mai 
nare decit domeniul considerat, încît efectul capetelor este 
neglijabil şi problema devine bidimensională. Ecuatia 
lui Laplace în plan constituie modelul matematic al cim- 
purilor potențiale plane, asupra cărora vom face un studiu 
introductiv în acest capitol. Iniţial, pentru, coneretizare, 
ne vom menţine, ca şi pînă acum, tot la modelul cimpului 
electrostatic. 

În cazul particular al cimpurilor potențiale plane, pu- 
tem asocia funcției potențiale V(ay) — soluţie a ecuaţiei 
lui Laplace o funcţie flux conjugată acesteia şi care 
să, îndeplinească condiţiile 


oV o | GA. ðY RA, 
E LA ŞI e ln (5.5) 
da oy öy da 
Vinind seama de (5.2), avem 
i OV Oy | i 0) (IV) SR 

-pA LIY iE, = — E. (5.6) 
da ody öy da 

Această funcție ọ C’ (C fiind o constantă arbitrară) 


se poate determina în virtutea condițiilor (5.6), de mai 
sus, prin calculul unei integrale, dacă se cunoaşte funcția 
V care trebuie să satisfacă ecuația lui Laplace (ca exem- 
plu, v. (5.16)). 

Funcțiile V şi y, legate prin relațiile (5.5), se numesc 
tuncţii conjugate; ele se bucură de proprietăți funda- 
mentale în studiul cimpurilor plane, deoarece se pot schim- 
ba între ele, schimbind semnul, putind alege pe oricare 
tuneţie potenţial, iar pe cealaltă, funcţie flux. 

Dacă derivăm prima dintre relaţiile (5.6) în raport cu 

și a doua în raport cu y; obţinenr 


DV 92 j 92V 02 y 
SI ah i Ni ` . 4 
x? Oz 0y y? dar Oy 
şi deci 
oV 92] 
- 0. 
ox? dy> 
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Procedind în același mod, obţinem 


924 924 | 
Y —- PEA = 0, l 
Oa? əy” 


Prin urmare, funcțiile V şi ọ satisfac ecuaţiile lui La- 
place. | 
Aceleași condiții (5.5) exprimate în coordonate polare 

au forma 
a REAL d Mă ARN N A (5.7) 


r dp! 


în timp ce ecuaţia lui Laplace în coordonate polare plane, 


j A 
ðr r. 00 Or 


în cazul eîmpurilor potenţiale, are expresia următoare : 


12 ATi 


spe aut a Meg e dtp (5.8) 
ðr2 y ðr r2 002 

Cele două familii de curbe V(x, y) = 0 şi h(a, y) = 07 
sînt ortogonale. Într-adevăr, coeficienții unghiulari ai 
tangentelor în acelaşi punct ai curbelor C şi 0” sînt, res- 
pectiv 


GA! OV ; dy Oy 
ăi ei A binele ȘI a i sinna E 
oy ox oy ox 


Conform relațiilor fundamentale (5.5) 


această ultimă 
( à 
expresie este egală cu 


A4 GA 
rimă E Aek 4 
oOx oy 
produsul acestor coeficienți fiind deci egal cu —1, ceea ce 


arată că unghiurile după care se intersectează cele două 
familii de curbe sînt drepte. Mai rezultă că familia de curbe 
ce reprezintă grafic funcţia de flux corespunde, în cazul 
cimpului electrostatic, liniilor de cîmp. 

Reprezentarea cîmpurilor prin familiile de curbe de 
potenţial constant V(x, y) = 0 şi de flux (s, y) = 0’, 
permite calcularea în orice punct, pe cale grafică, a inten- 
sităţii cimpului, Pentru aceasta vom da lui V un număr 
oarecare de valori, în progresie aritmetică. Fiecărei valori 
a lui V îi va corespunde în plan o curbă bine determinată. 
Vom da apoi lui V, de asemenea, un număr de valori, tot 
în progresie aritmetică, cu aceeași ratie, cărora le vor co- 
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respunde alte curbe. Ambele familii de curbe vor forma o 
reţea de curbe ce se întretaie — după cum s-a arătat — 
ortogonal. 

Vom considera un ochi elementar (fig. 5.5) al acestei 
rețele şi ne propunem să calculăm mărimea unei laturi 
a unui asemenea ochi, care la limită este egal cu AB = 


const 
între două curbe echipotenţiale V şi V + 


ngimea ei este 


IF WEI ET 
ds, = V da2+ dy?. 


Într-un punct oarecare al cîmpului în care W(x, y) are 


valoare dată W(x, y) = const, valorile lui da și dy se 
obțin prin rezolvarea următorului sistem de ecuaţii : 
OT aV 
d} — dg + — dy 
0% əy 
A ov- Oy 
dy =— dp + — dy =0. 
i Oa oy 


ii conjugate 


că V(x, y) si W(x, y) sint functi 
lui dx şi dy, 


relația precedentă valorile 


Tinîind sea 
şi introduci: 


obţinem 


d] day dy 
ds, i x e — 
J) [ OV): 709 | ý E 
J LA | i į —— 
| A tA i 
| (0%./ Oyj 


Prin urmare, avind trasată o reţea de curbe echipote 
tiale şi de flux, dacă cunoaştem diferența de potenţia 


AV dintre două linii echipotenţiale vecine — în cazul 
nostru ea este egală cu raţia progresiei aritmetice folosită 
la trasarea curbelor V(æ, y) = const precum şi dis- 


tanța liniară As, dintre ele, putem obține în punctul 
considerat, cu aproximaţia dorită, valoarea E a vectorului 
intensitate a cîmpului. Direcţia lui Æ este în acel punet 
normală la linia echipotenţială, iar sensul, acela al des- 
creşterii potențialului. Aşa cum se va vedea mai departe, 
tot astfel se poate calcula şi densitatea de cureut în cazul 
electrocineticii. 
Calculind în acelaşi fel elementul de are AC 

cuprins între curbele corespunzătoare liniilor de flux şi 
p + dy, pe linia echipotențială V(r, y) 


17 


C, obținem 


ds, ca ` 


Jla: ) N EA j 
VOS j ( dy j 


Cum, prin ipoteză, pentru a reprezenta pe V(x, y) =0 
Şi V (a, y) C’, am ales valorile lui C şi C” în progresie 
aritmetică, cu aceeasi rație, avem dV du, de unde re- 
zultă că şi ds, = ds,. Prin urmare, ochiul de rețea A BOD 
poate fi aproximat cu un pătrat, în condiţiile în care A V—> 
> 0 şi Ay >00. 

Reprezentarea familiilor de curbe V(@, y)=C0 şi Yæ, y}—= 
= 0’ are o mare importanță, intrucit oferă posibilitatea 
calculării pe cale grafică a intensității cimpului electric, 
foarte greu, dacă nu chiar imposibil de obţinut pe cale 
analitică. 


Dacă se formează funcția de variabilă complexă 


AAE A V + iù 


J 
V şi W fiind funcții conjugate, se obține o funcţie analitică 
de variabilă complexă. Reamintim că proprietatea fun- 
damentală a unei funcții analitice f(z) este aceea de a ad- 
mite derivată în orice punct al unui domeniu. 


126 


După cum se ştie, spunem că f(z) este functie de va- 
viabilă, complexă 


gi, (5.9) 


definită într-un domeniu D, dacă unei valori a lui z din 
acest domeniu îi corespunde o valoare a lui f(z); 2 se nu- 


nește variabilă independentă, iar D domeniul functiei. 


Variabilele complexe se reprezintă în planul complex: 
În acest scop se aleg două axe dreptunghiulare (fig. 5.6) și 
o unitate de măsură. Convenim ca variabilei complexe 2 
să-i corespundă punctul M, avind coordonatele œ si y. 


Punctul M(x,y) se numeşte imaginea geometrică a nu- 


mărului complex 


numește atixsul punctului M. Variabilele « și y se numese 
respectiv, partea reală și partea imaginară a lui z. Planul 


iy, iar numărul complex & se 


Oxy se numeste planul complex al variabilei z. Axa Og se 
J $ 


numeşte axa reală, iar Oy, axa numerelor imaginare. 
Distanţa OM se numeste modulul lui 2 și se notează |2 


r. Avem 


nghiul pe care-l face semiaxa Ox cu semidreapta OM, so- 
cotit ca in trigonometrie, se numeste argumentul lui zs- 
Un număr complex nu se schimbă dacă-i mărim argumen. 
tul cu un multiplu de 27. Numim argument principal al 
] 0 pentru care 


numărului z, unghiul 


(N 
? 


ra 
S] 
l 


Notind cu r modulul și cu 0 argumentul numărului complex 
z, putem scrie 


= T COS i0, 


relații ce ne permit să calculăm pe r şi 0in funcție de æsiy 
sau invers. Zero şi infinitul unui număr complex au modu- 
lele, respectiv 0 şi oo, iar argumentele nedetermina 

TȚinîind seama de (5.9), un număr complex se poate 
serie şi sub forma trigonometrică, 


z = r(eos0 + isinð). 


Utilizind formula lui Euler, ei? — cos 4 

a == geit., 

Această relație ne permite să găsim ex 
logaritmilor numerelor negative. 

În planul complex, un număr negativ — n se repre- 


zintă pæ semiaxa negativă Ox’ (fig. 5.6). El are modulul 
egal cu n, iar argumentul cu 


m, deci 


In(—n) = In pei” = Inn + în 


Dacă numărul negativ este 


1, obţinem 


In(—1) = lnl +ir = ir, 


deoarece In 1 = 0. 

Am arătat mai sus cum se formează o funcție de varia- 
bilă complexă (analitică), folosind două funcţii conju- 
gate V şi 4. Reciproc, se demonstrează că partea reală şi 
cea complexă a oricărei funcții analitice sint funcții con- 
jugate de y şi w şi prin urmare satisfac ecuaţia lui Laplace. 
Funcţiile analitice ne oferă un mijloc foarte comod de a 
obţine un mare număr de funcţii conjugate şi deci soluţii 
ale ecuaţiei lui Laplace. 

Exemplul 1. Să considerăm funcţia 


În virtutea formulelor lui Euler pentru valori complexe, 
ei: —e-i: 


sine = sin(x + iy) = — 


, lar CO8S2 = cost -t 1iy) = 
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în care dacă facem 4 =, obţinem 


er e” c ef Hen! 
sin iy = i —— , cos iy = 


9 D 


Folosind formula de adunare din trigonometrie, ce se 
păstrează şi pentru numere complexe, 


f) = sin 2 = sin(a iy) = sin g osiy + cos æ sin ty, 


în care, dacă introducem valorile de mai sus, obținem 


Er en 
- SIN w 41 


f(2) = sing =44 


v 


Separind cantitățile reale de cele complere, 


ey ew 


COS E= Uy 
9 9 


ʻi a 


se poate verifica uşor că V şi ù sint conjugate și că verifică, 
tia lui Laplace. 
Exemplul 2. Fie funcția 


Ze = fe, = 2 


în eare n poate fi orice număr real. Introducem în această, 
expresie pe z sub forma exponențială (5.10), 


Z = fo) = (re) 


ect 


(5.12) 


— ph ed, 


în cate r” este modulul, iar n0 argumentul numărului com- 
plex. Se poate scrie 

Z= Te) 
Separind cantitățile reale de’ cele complexe, obtinem 


(5.13) 


r” (cosn 0 +isinn 6). 


X —mrcosn9 = V, f 7” sin n0 =, 


Se verifică usor că aceste relații satisfac condițiile (5.7) şi 
ecuaţia lui Laplace (5.8), exprimată în coordonate polare. 

Astfel, pornind de la o funcţie obișnuită, putem ajunge 
la două functii V(x, y) şi W(x, y), conjugate, care sint am- 
bele soluţii ale ecuaţiei bidimensionale a lui Laplace. Con- 
struind funcţii de variabilă complexă, putem găsi o multi- 
ie de soluţii ale ecuaţiei lui Laplace, urmind a găsi 


apoi problema fizică potrivită soluției respective. 


Se poate demonstra că dacă funcțiile V(z, y) și Hx, y) 


sint conjugate în ri port cu æ şi y, atunci şi £ şi y sint 


conjugaţi - în raport cu V ŞI g. 
Într-adevăr, relaţiile 


oy oY | aV AAN 
E ENS ta şi EE A Apa 
da Oy oy NE 
conduc la 
Or ây âx dy 
OV dy ðh ƏV 


Astfel dacă o rețea reprezentind pe V şi 4 în functie de z 
şi y formează familii de curbe, soluții ale ecuaţiei lui La- 
place şi familiile de curbe ce vor forma reţeaua, reprezentind 
pe v şi y în funcţie de V și 4 vor fi la rîndul lor soluţii ale 
ecuației lui Laplace. 

Cînd se întimpină dificultăți în ce privește obţinerea, 
explicit prin calcul, a lui a Şi y în funcție de V ȘI A 
pot folosi metode grafice. 

Din regulile de derivare a funcțiilor. rezultă că se pot 
obține noi funeţii conjugate, adunindu-le cu alte funcții 
conjugate sau inmulțindu-le cu numere constante. 

De exemplu : e* cos y Şi e" siny fiind conjugate în raport 
cu e și y, în mod asemănător e-* cos y Și e”* sin y precum şi 
semisuma lor 


Y, se 


e” _| e`~* MF: LA 
miO y 
+) 


VE € i i i 
Ch. 2.005 iaei iN y= eh sing 
D i 


sint funcţii conjugate. De asemenea, deoarece valorile 
lui æ şi y sînt conjugate, rezultă că şi funcțiile v + e COS Y 
ȘI y +e% siny sini conjugate. 

Procedeul cel mai general de a obține din familii de 
curbe, alte familii de curbe plane, care să conserve, după 
transformare, proprietatea de a continua să constituie 
diferite alte soluţii ale ecuaţiei lui Laplace (în plan) este 
transformarea, conformă. Ea cuprinde de fapt transfor 
mările cunoscute din geometria elementară, : simetria, 
omotetia şi, mai ales, inversiunea. 

În teoria funeţiilor de variabilă complexă, se arată că 
acest tel de transformări se realizează folosindu-se funcțiile 
analitice. Pentru aceasta, în expresiile lui V şi W se înlo- 
cuiesc variabilele independente, prin alte variabile, ce le 


sint conjugate ; se obţin asttel noi reţele ce se întretaie 
ortogonal şi ale căror ochiuri sînt la limită, pătrate. 

Din punct de vedere geometric, oran TOTO Ă oon 
formă Z = f(2), f(z) fiind o funcție analitică, transformă 


planul variabilei complexe 2 = ~ + iy, intr-un alt plan 
A= A iY (fig. 5.7). Aceste două planuri sint în trans- 


Fig. 5.7. 


formarea conformă, intotdeauna legate între ga te 
funcție f. Astfel scriind că Z = f(2), facem să n pe x 
fiecărui punct P din planul %, un punci mi ui pf ine 
planul Z, fiecărui segment de linie ds să-i corespuni ih iA 
mentul ds’, fiecărei curbe sau figuri geometrice iu Aey 
zsã-i corespundă o curbă sauo figură conformă cu prany T 
În general, fiecare punct din planul 2 are o imagine îi 
7, 

$ rii MR condiţii, este clar că și variabila 2 Eini Q 
funcție de variabila Z, adică putem avea şi o sat A n 

gZ) care să transforme planul Z în planul z, aer a 
cărui punct din planul Z să-i corespundă, o imagine în 


ul kenta se demonstrează în teoria esp i agp 

bilă complexă că, în transtormările conforme, între cele 

două imagini sînt următoarele legături Ai h vAN 

imaginii dintr-un plan îi corespunde, in celălalt piam, 

o imagine asemănătoare în i dei mici detalii, dar de- 
mmată în vederea de ansamblu ; d 

i TR aaah Cant linii sau figuri într-un plan, îi cə- 


respund imaginile în celălalt plan ; ANA Y 
— fiecărui unghi cu virful în punctul unui plan, îi 


pf a SAE apei VA 
corespunde un unghi identic, cu virful în punctul core 
punzător, din celălalt plan ; 


bd 
= 


— unei reţele de linii eehipotenţiale și de flux (adică 
spectrului unui cimp), trasată intr-un plan Îi cores mp le 
în celălalt plan o altă reţea de linii Rarău Tapet 
flux, care satisface la rindul ei legea, lui Laplace. A, 


po Piaras Jas Yoa 
5.3. Aplicar ea metodei reprezentărilor conforme 
in problema cimpurilor potentiale plane 


) Bazaţi pe legătura dintre cimpurile potențiale plane 
teoria funcţiilor de variabilă complexă, avem posibili 
ca prin metodele analitice, — raft prezentare ¢ 


A BEI alice dereprezentare ci 
mă, Să putem transforma cimp | 
l 


ifi 
uri fizice potenţiale cunos- 
plicate. 


Rezolvarea problemelor se ă 
è area. problemelor se bazează, pe găsirea acel 


f HE. e aa ra n > ' si 
iuncțiuni de reprezentare conformă, f(e), respectiv oZ) 


care transformă imaginile din una în alta, satis 
condițiile marginale (la limită > pentru fi 
c l margins Qa imită), date pentru fiecare 
gal | pentru fi 


În aplicaţiile ce urmează v ra, după 
N Pe eco nează vom lucra, după caz, în coor- 
E A e, Garteziene 4, y, respecțiv, XX, Y, sau în coordo- 
DAIA e polare r, 0. Pentru fiecare funcţie de rep 
4 = f(z} sau invers 2 = g(Z i îte.0 
f =I) Sau invers 2 = g(Z); vom, obține cîte o retea. po- 
tențială, care poate fi si i ui, n 
$ (i Mn care poate ii considerată. spectrul unui nou 
cimp tzie potenţial,. care: satisface. formula lui Laplace 
pa d a i LAPLACE 


rezentare 
I 


Cazurile î arei se aplică 

HEN, enrik in care se aplica metoda reprezentărilor con- 
torme in problema cimpurilor potenţiale plane sînt nume- 
roase. La început, pentru a ilustra cele arătate mai sus 
vom, da următorul exemplu. a 

Să considerăm in semiplanul superior 2 reteaua ilor 
n iy b y . y. .. + ` i 1 7 $ 
echipotenţiale y = Ogia liniilor deflux g= 0'itie. 5 Ti a)si 
functa da tha nafar i sie art der a 
iuncția de transformare 


77 «1/2 
VAE WEA (5.14) 
4, obținem 


Pentru planul 


de unde 
(X iY} = giy 
sau í i 
X2? — Y2? + 9iXY =g -H iy. 


Separind partea reală tea i i 
SĂ i + partea reală de partea imaginară, se va obține 
in planul Z, pentru liniile echipotenţiale | 


Bi 9 PY An A 
y =2 XY = 0, 
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iar. pentru liniile de flux 
g= X? — Y? = C 


Familiile de curbe, ce reprezintă în planul Z liniile echi- 
potențiale, se verifică ușor că sint exprimate prin funcţii 
conjugate, deci se intersectează ortogonal. Ambele tsint 


Qa, 


formate de hiperbole echilaterale, ce se pot construi dacă |. 


se cunosc valorile constante, date în progresie aritmetică, 
ale lui æ şi y (fig. 5.7, b). Mai observăm că familia curbelor 
echipotenţiale 2 XY = C are ca asimptote dreptele X = 
— 0 ṣi Y = 0, prin urmare, în această transformare, semi- 
planul superior 2 sẹ, transformă, n primul cadran al pla- 
nului Z. 

Mai inainte, am arătat cum, construind funcţii de va- 
viabilă complexă, putem găsi soluţii ale ecuaţiei lui Laplace 
în plan, urmind ca după aceea să căutăm căror probleme 
de fizică le corespund soluţiile respective. Această metodă 
este foarte folositoare, întrucit ea a permis rezolvare: 
multor probleme privind cimpurile potenţiale. plane. Ea 
prezintă însă neajunsul că se merge oarecum laini implare, 
conducind adesea la soluţii deja cunoscute sau cărora nu 
le corespund nici un fel de probleme fizice reale. Se pune 
de aceea problema inversă, care în general este insolubilă, 
de a rezolva ecuaţia lui Laplace pentru un sistem fizic 
ales în prealabil. În cazul particular, cind sistemul fizic 
se reduce la un poligon, se poate ajunge la rezultate inte- 
resante folosind metoda transformărilor conforme a lui 
Sehwartz-Christoftel. Avantajele acestei metode sînt totuși 
destul de limitate, impunînd totodată şi ample dezvoltări 
analitice, de aceea nu o vom folosi în cele ce urmează. 


5.4. Studiul unor cîmpuri electrostatice plane 
particulare 
5.4.1. Câmpul electrostatic produs de o dreaptă 
infinită, încărcată electrie uniform 


Vom nota cu q densitatea liniară de sarcină electrică. 
Din cauza simetriei, liniile de cîmp vor fi perpendiculare 
pe dreaptă. 

Pentru a determina intensitatea E a cîmpului într-un 
punct la distanţa r de dreapta încărcată electric, vom pre- 
supune o suprafaţă de forma ariei laterale a unui cilindru 


Su 
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circular cu înălţimea egală cu unitatea, de rază r şi @axial 


cu dreapta. Conform legii lui Gauss, fluxul ce străbate 
acest cilindru va fi 


( 7 7 
y rin 2rr, deunde E 


Vectorul intensitate a cimpului electrostatic fiind per- 
pendicular pe dreapta respectivă, putem scrie 


Mietta poe mc 00 e 
AT e rf 


incit potenţialul dintr-un punct, la distanța r de dreapta, 
încărcată va fi 


"d | s 
pa 1 A er E L ain B iy 
ARE Jy 2 Te 2 me r 


(51 5) 
Se observă că potenţialul scade logaritmic ew cît ne în- 
depărtăm de fir, iar suprafețele echipotenţiale sint cilindri 
coaxiali cu firul, O fiind o constantă arbitrară, ce se deter- 
mină, prin condiţiile la limită, impuse potenţialului. 
Dacă firul are raza egală cu r şi potenţialul V, înlocuind 
una dintre suprafețele  echipotenţiale de rază rı CU o Supră- 
față conductoare, diferenta de potenţial V — V, dintre 
cele două suprafete va fi 


Sistemul respectiv formează un condensator cilindrie 
avînd razele r și r,, pe care le considerăm suficient de mici 
fată de lungimea l a condensatorului, pentru a se evita 
influența perturbatoare a extremităților. Capacitatea unui 
asemenea condensator, conform (4.12), va fi 


ql 2 mel 
O = — d MR P pi male măi, =! 
Va d mi In 

Ang ) y 


Revenind la relația (5.15), curbele echipotențiale, rezultate 
din intersecția suprafețelor echipotențiale din jurul fi- 
rului încărcat electric, vor forma o familie de cercuri 
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concentrice. Expresia potenţialului în coordonate polare se 
mai poate serie 


V = AA: lnr. 


9 re 
a RE 


Familia curbelor ce reprezintă funcţia de flux a liniilor 


de cimp se obţine din (5.15). Pentru aceasta impunem con- 
diţiile (5.7), 
aV 1 ð% əy 1 Əy 
-i = FE ; ESE. SA i pS 
ðr r 00 Or r 00 


Pentru determinarea lui y, trebuie integrată diferen- 
țiala totală 


t 2 (l ) V ð V 
dy „SER d ani 90 = - cita dr -+7 - d 9, 
Or 9 r 00 Or 
de unde 
LA A T 
y(r, 6) = — 1 t dr-+\r—— d0 +C. 
; r 00 Or 
re o 


9 
q € p AAA 
bir. 0) Ai “ d +0 1 0 ( (5.16) 
Zne 2 me 
FH uiis A f Qi, 
Se poate verifica uşor că funcţiile V = — ln r 


q 


O m 
af 


"9, astfel calculate, sint conjugate, deoarece 
îndeplinese condiţiile (5.7). Ele corespund functiei de 
variabilă complexă, 


Liniile echipotenţiale ale acestui cimp sînt cercuri 
concentrice de rază r și, întrucit răzele corespund liniilor 
de cimp, ele au fost reprezentate în figură 5.8 numai în 
semiplanul superior. Valorile lui r și 6, folosite la construc- 


ţia figurii 5.8, s-au calculat dinexpresiile lui V = — — 4 lnr 
) me 


Y= 
Y=10T i 
Fig. 5.8. 
. [] q . : 7 a . > in 
şi y = — 0. Deşi lui V şi li s-au dat valori în 
Diri, 
) : MAAT A! i R 
progresie aritmetică şi = 10, acest fapt nu influen- 


a TE 


țează  generalitatea problemei. 

Cimpul fiind plan, putem să permutăm pe V (cu semn 
schimbat) pentru a fi îndeplinite condiţiile (5.7) cu 4, ob- 
tinind 

J G A i q ră A 
|! i 0 și p = l In, (5.18) 


O me O — 


care exprimă funcția, potenţială, respectiv cea de flux, a 
unui cimp electrostatic, format în interiorul unui unghi 
diedru 0, ale cărui semiplane se găsesc respectiv la poten- 
ţi lele şi zero. 

Pentru a afla intensitatea cimpului electrostatic în 
interiorul unghiului diedru, este necesar să determinăm 
intensitatea cîmpului, dată de relaţiile (5.6), în tuneţie de 
coordonatele polare. Pentru obţinerea acestui lucru treb uie 
să exprimăm derivatele parţiale ale lui V, care sint funcţii 
de v şi y, cu ajutorul coordonatelor polare r şi 0. Avind 
în vedere că 
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se obţine 
av ƏV əs ƏV əy 89 


câte A - + — = — cos DB +- sin 0 
ar Oz ər 3y Or 07 3y 
ȘI 
2y E ANI = DI IF ĝa əy 9V 
aY iwan de PT 0 ru, EA sin 6 up E ocos 0 
889 Oz 80 3y 80 02 da 
s a ER d takana 
Rezolvind acest sistem de două ecuaţii în raport cu LIRA 
93 
DAA s 
—, obţinem 
ðy 
, av 1 9V 
SE Me PI = E r A sib 6, 
94 or y 090 
) 7 IV 
NU UR ni Ra ANRE W ERG Lpa ae N 
n 3y Or r 00 


Din (5.6) rezultă 


Tinind seama de expresia lui V din relaţiile (5.13), obţinem, 
în cele din urmă, 


1 
flia sort mu 
A EP 


Prin urmare, într-un punct oarecare dintre cele două 


semiplane, ci d fiind constant, intensitatea  cîmpului 
este invers proporţională cu distanța de la punetul în 
care se calculează intensitatea câmpului electric pină la 
muchia unghiului diedru. Notind cu V și cu 0 potenţialul 
semiplanului şi respectiv mărimea unghiului diedru, avînd 
în vedere (5.18), putem serie 


€ 
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Tot astfel, densitatea de 
laturilor unghiului die 
lomb ($ 5.1), 


sarcină superficială pe suprafata 
dru este, conform teoremei lui Cou- 


5.4.2. Cîmpul unui plan infinit încărcat electric 
Considerăm o suprafață plană, infinită, avind densi- 
tate superficială de sarcină constantă c. Pentru a calcula 
intensitatea cîmpului electric într-un punct P(fig. 5.9) vom 


Y 
n 
o 


construi un cilindru cu punctul P de o parte a planului, 
lar punctul P’ de cealaltă parte a sa. Fluxul ce străbate 
cilindrul trece numai prin bazele cilindrului de arie A, deoa- 
rece intensitatea cimpului şi generatoarele ciăndrului sînt 
paralele. Dacă notăm cu E, intensitatea cimpului în punctul 
P şi cu Ey intensitatea cimpului în punctul P’, fluxul res- 
pectiv va fi 
ABr AB DA, 


deoarece E, = Ey. Sarcina închisă de suprafața cilindrului 
este cA, deciîn conformitate cu teorema lui Gauss, 2 AE; = 

oA i 6 

= » deunde E, =-— 
9 


Cimpul fiind uniform, 'spec- 


trul său este format dintr-o reţea, de drepte perpendiculare 
şi echidistante. 
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5.4.3. Cîmpul produs de două plane paralele și 
infinite, încărcate electric cu semne contrare 


Aplicind şi în acest caz teorema lui Gauss, construind A 
cilindru care include cele două plane, ca în figura 5.10, a, 
se vede uşor cum cîmpul este zero în afara celor două plane. 
Considerind o cutie ce închide numai cîte una dintre supra- 


| || 
Jp- Lar Ki a 
= I] B = 
3 MRI AABN T e 
y | 
Fig. 5.10. Pi | 
| - 07 
An 


fețe, ca în figurile 5.10, b şi e, se poate vedea cum cimpul 
dintre cele două plane trebuie să fie de două ori mai mare 
decit pentru un singur plan, 


int ă plane ci ste unitorm, 
De asemenea, între cele două plane cîmpul este ur 


iar spectrul său este format dintr-o reţea de drepte rectan- 
gulare. 


5.4.4. Transformarea definită de funcția ana- 
litică Z = sin 2 


înd i 5 această funcţie variabilă com- 
Avind în vedere (5.11), această funcţie variabilă c 
plexă se poate scrie 


Ye, ae 009 Pis 
Z = ——— Sn x +1 COS g, 
i, 9 f 9 
2 
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ceea ce conduce la transformarea 


- Pher., : i 6Y — e” k 
Kny giy Fies cos d, (5.19) 
O 9 
unde X 


X şi Y sînt funcții conjugate. Dacă în planul z, vom 
înscrie o reţeadecurbe ortogonale, reprezentind două func- 
ţii conjugate, cu ajutorul “functiilor (5.19), reţeaua res- 
pectivă va putea fi transformată în planul Z, în altă rețea, 
ce va reprezenta, la rîndul ei, alte două familii de curbe 
ortogonale, soluții ale ecuației lui Laplace. 

Pe ntru "exemplificare, vom considera în planul 2 cazul 
simplu, folosit frecvent, al funcţiilor 


lata Ci, y = Cs, 


care, evident, sint funcții conjugate. Ele re prezintă, dacă 
se dau constantelor diferite valori, o reţea de drepte per- 
pendiculare, paralele su axele Oz şi Oy. Dind acestor con- 


stante valori în progr esie aritmetică cu ra 


atia — v» 
6 
— , 3 , 0, oile PNI ear te (5.20) 
2 2 6 6 5 2 


vom obţine rețeaua reprezentată în pla anul 2 prin figura 5.11, 
a. Dacă introducem pe rînd în for mulele (5, 19) aceste n yu- 
mere, obținem pontra X și Y valorile înscrise în tabelul 
5.1. Cu ajutorul ae estor valori am construit liniile eehipo- 
tenţiale şi de cîmp, în care se transformă în planul Z re- 


ţeaua de drepte din planul z (fig. 5.11, b). Această metodă 
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Tabelul 5.1 
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statică este generală, putindu-se 
plicate, cind în loc de x 


aplica și în cazuri mai con 


SI SĂI A A s i 
p ra ge IL: Tr! dă 2, reţeaua din pla 
nul Z reprezintă două familii de curbe f(x,y) "i i 
fin 1) e [i dot dia a j ; d E JANS, Y) per 
Jala, 1 2 conjugate. Din aceste funcții nu se pot obține 
i ] bţine, 


prin metode elementare. ca în cazurile de mai inaint 
pe, ia 7 îi : a h 1 £ A LU VO, 
expresiile lui æ şi y, în functie de C, şi C,, pentru a Dai l 
£ i anni aale 3 af j PAA K i 
101051 apoi relațiile de transformare (5.19) 

Afat E A ta mg A 
MA Metoda constă, în fond, în constructia „Prin puncte” 
eţelei (transformate) din planul Z, în care perechile dí 
umere X! Yı yıyı 2 Va i tu: fă 
"ag tu. Sa ri, AY}. ank Fe a din tabelul 5.1 inscrise 
in nnn reprezintă, din punct de vedere fizie cum vom ară 
amai x "tele ca sarvaa die Ea Bis, 
va mal Jos, punctele ce servesc la construcţia liniilor de cimp 
i rucția curbelor echipotentiale 
Această metodă este suficient de gi vu 
dacă pentru etectuarea calculelor 
ulator electronic. 


A 


iar cele din coloane, la const 


exactă și de expeditivă, 
se foloseşte un minical- 
= dn cazul exemplului nostru, transformarea se poate 
obţine uşor şi pe cale analitică. Pentru aceasta, vi n el 
obtine ug ) | i tru aceasta, vom eli- 
mina intii pe v sia ; li ji 5 
pe v Și apoi pe y din ecuatiile 9) 
relaţiile pa teal 


Aa d yyy pd pă di 
sin? a + eoste =]: |: cil a sa Ma talahi MU A 
| 2 N a 


Și obținem 


EN 
olosind 


Rezultă că dreptele x Si 2 di 
MA motel. a. ă d ptele w O, ȘI y = C, din planul z, 
- ransiormă în Planul Z, în hiperbole şi respectiv în 
epe omofocale. Va fi suficient să introducem în relatiile 
(5.21), pe rind, valorile din şirul (5.20) pentru a trasa re 
jeaua, acestor curbe, în planul Z. 

Ip > P iring 

i Problema, fizică ce corespunde acestei transformări 
este acum simplă. Vom considera. două plane verticale 
conductoare și infinite, îincăreate uniform cu sarcini esale 
e At 
şi de semn contrar la potenţialele — —— şi Z între care 
PEY are, 
după cum s-a arătat în paragraful precedent, s 


Á € a t e formează 
un cimp uniform. În planul z, intersectia ace i 


stor plane, 
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7 


cu planul 2, sînt dreptele „a, = — rigi murat Para- 
9 SR [F] 


lele cu axa Oy, care sint linii echipotențiale, la fel ca şi 
toate dreptele paralele cuprinse între ele. Liniile de cimp 
sînt perpendiculare pe acestea. Astfel cum sint trasate în 
figura 5.11, a, ele reprezintă spectrul cîimpului plan, for- 
mat între două plane, infinite, uniform încărcate cu 
sarcini de semn contrar. Prin transformarea conformă, 
obţinută cu ajutorul relaţiilor (5.19), respectiv (5.21), 
liniile echipotenţiale au fost transformate în hiperbole, 
iar liniile de cîmp în elipse omotocale. 

Fiecare dintre liniile echipotenţiale poate fi materia- 
lizată, menţinind-o la același potenţial. Vom materializa 


. i r Li . r iv A 
semidreptele V = — Şi V — —, în care au degenerat 
D 9 


in planul Z, hiperbolele din care au provenit dreptele 


ppg tib — din planul e (fig. 5.11, b). 
9 7 2 


Cum în această transformare sînt respectate condi- 
tiile la limită, iar spectrul este format dintr-o reţea de 
curbe reprezentind soluţii ale ecuaţiei lui Laplace, solu- 
ţia găsită este unică. Ea reprezintă cimpul ce se formează, 
dacă într-un plan infinit se practică o fantă largă, iar 
semiplanele rezultate sint încărcate cu sarcini electrice 
egale şi de semn contrar. 


5.5. Studiul unor cimpuri plane în eleetrocinetică 
5.5.1. Introducere 


Dacă între două armături, menținute la potenţial 
constant, se introduce un fluid bun conductor electric, 
purtătorii de sarcini din interiorul fluidului se vor deplasa 
sub influența cîmpului electrostatic. r 

Între particulele de fluid încărcate şi moleculele neu- 
tre existente în fluid se vor dezvolta forţe de, frecare, pro- 
porţionale cu viteza şi suficient de importante pentru a 
anihila forţele inerţiale. În aceste condiţii, vitezele sarci- 
nilor electrice vor fi proporţionale cu cimpul accelerator, 
iar potenţialul forțelor devine în acelaşi timp și potenţial 
de viteze ; fluxului de forţe i se va suprapune fluxul elec- 
tric, ambele fiind descrise prin formule identice. 
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Experienţa dovedeşte că aceste ipoteze sîntvalabile atit 
pentru conductorii electrolitici cît şi pentru cei metalici. 

Dacă notăm cu V potenţialul (forţelor sau vitezelor) si 
prin V fluxul (de forță sau de curent), prin X si Y com- 
ponentele densităţii curentului, pentru un lichid avind 
conduetanța egală cu unitatea, în cazul cîmpului plan, 
vom avea relaţiile 


KLAN erap atinse lomis rog 
9 Oy 3y GES 


Reţeaua, liniilor: de curent și a celor: de potenţial va 
avea ochiurile elementare pătrate și toate soluţiile găsite 
în electrostatică, pot fi folosite și în electrocinetică, dacă 
înlocuini noţiunea de linie de cimp prin linie de curenţ, 

Asttel, dacă într-un vas metalic cilindric, umplut cu 
un lichid conductor, vom introduce în axul său un fir 
metalic şi vom stabili intre vas și fir o diferență de poten- 
tial, liniile echipotenţiale şi de curent se vor prezenta ca în 
figura 5.8 (evident, dacă se completează figura prin 
simetrie). 

Pentru un mediu conductor, calculul rezistenţei în 
electrocinetică este simphi. Pentru aceasta, între două su- 
prafeţe echipotenţiale foarte apropiate, considerăm două, 
elemente corespondente, de suprafaţă S. Capacitatea lor 
este 


A ES 
C = — s 
A 
în care C — capacitatea, în farazi; e — permitivitatea 


absolută a mediului dintre armături, în F/m S — supra- 
faţa elementului, în m?; ! — distanţa dintre cele două ele- 
mente, în m. Rezistenta mediului va fi 


în care R — rezistenţa, în O, p — rezistivitatea, în O-m. 
Din cele două relaţii deducem 


Gh ep 
3 1 ; pi Mea ad 
Conductanţa —— este deci. proporţională cu capacitatea. 
R 
Astfel, rezistența electrică a lichidului în care se intro- 
duce un sistem de doi conductori menţinuţi la potenţiale 


1AA 


diferite se poate calcula prin relația următoare, atunci 
cind se cunoaște capacitatea sistemului de conductori, 


R Sèt R (5.22) 


De exemplu, am calculat capacitatea unui condensator 
cilindric de lungime l avînd respectiv razele 7; şi r (r<r,), 


O e 


A AU tata dă 
s 
mŒ 
r 


Rezultă că rezistența lichidului conductor (în curent 
continuu), de rezistivitate o, ce se introduce în spațiul 
dintre cei doi cilindri ce formează armăturile condensa- 
torului este 


R = fim Pui 


Ant P 


Ținind seama de cele expuse la începutul acestui para- 
graf, vom continua în electrocinetică studiul unor cimpuri, 
soluţii ale ecuaţiei lui Laplace, în plan. 


5.5.2. Cîmpul electrostatic produs de două fire 
paralele, avînd densități liniare de sarcină 
egale şi de semn contrar 


Cimpul electrostatic, produs de o sarcină liniară uni- 
formă, ce se găsește în originea, axelor de coordonate, poate 
fi exprimat prin functia de variabilă complexă(5.17), 


Dacă sarcina se găseşte într-un punct oarecare din 
planul complex de afix Ze, Noua expresie a cîmpului se 
obţine printr-o translație a axelor de coordonate (fig. 
5 192) 

5.12), 


Dacă sarcina se va găsi pe axa Oy, avind afixul ia, cim- 
pul va fi reprezentat prin relaţia 


n x q i 
file) = ~t me —ia), 


2 Te 


iar cîmpul produs de sarcina egală şi de semn contrar, 
aşezată simetric față de originea axelor de coordonate cu 
afixul — ia, va fi 

A q = 

ja(2),= Va. AI ln(z + ia), 

2 me 
Știind că prin însumarea a două sau mai multor funcții 

conjugate se obţine tot o funcţie conjugată, cimpul rezul- 
tat din suprapunerea cîmpurilor produse de ambele sar- 
cini este 


fe) = fa) + Has) = ale + ia) — Infe — ia)] 
Mi aie in z +ia 
2 rs — ia 
sau 
i g æ + ily +a 2 
fila) i -11n P- it Wii RUT q - In ji Pirati 

2 me æ — ily — a) 2 me Za 

r, ei 
= dn Re (5.23) 

2 me Ta gid: 
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vezuită că relaţia (5.23) se serie 


H q l g: t (Y +a) 
2) RE: A | In n ~ (0,2 991. 
ars L2 r? + (y — a) J 


eparind partea reală de cea complexă, obținem pentru 
uncțiile potenţial și de flux, relaţiile 


Pe APR MORER aa 3, Ma ci 
Po eaea + tea n, A (5.24) 
2 me 2 a? + (y — a)? IORN 


P e 
2 TE 


urbele echipotenţiale se obtin facind V = C, în care C 
ali as PT Pl i 4 Spit „d pi) 
„e 0 constantă care primeşte diferite valori în progresie 
aritmetică. 7 


Dacă funcţia V din (5.24) es ă 
Dacă functia V din (5.24) este constantă, rezultă că 


a Y ly + a) 


y 
1 


iasa. (y — a)? 


C, fiind o altă constantă ce se poate deduce din 0. Această 
expresie reprezintă familia, de cercuri 


ATG Ci +1 
z“ + y? — 2a PNA y+ e=. 
] =? 3 


Deci liniile echipotenţiale vor fi : j 
tale vo f i ezentate y , 
ir Maa ifi ] | r fi reprezentate printr-o 
ami ercuri cu centrele pe Oy, a căror poziţie este 
dată de relaţia 


i au N Mute 
Yı = e a a 5.26 
1 E (5.26) 


şi avind razele egale cu 


Familia curbelor ce reprezintă liniile de cimp se exprimă 
prin 


i q 
Yy i 


OD m 
A TE 


unde 0' este, de asemenea, o constantă. Prin urmare, 
0,—6, = C, este tot o constantă, exprimată în radiani. 

Pentru a a înţelege semnificaţia acestor constante, luăm 
în planul complex x 2 (fig. 5.12), punctele M, M’ şi 0,, care 
sînt imaginile lui z, 2, şi 22, argumentele lui 2, și fiind 
9, şi 0,. Observăm că “6, — 0, este egal cu unghiul MOM. 
Construind paralel ogi NMM'N', se demonstrează 
uşor că triunghiurile NO,N' şi MOM’ sint egale şi ca o 


y 


consecință, MOM’ = NON’ = 0—0, =C. Print 
liniile de cimp sint loc ul | geometrie al 1 puncte grh pi 
segmentul NN’: ır 
că liniile de rally sînt o ) familie dea arce ră cere (fig. 
centrele pe axa numerelor reale. Aceste arce 


prin punctele de afix ia şi —ia, avind coordonatele cen- 


trelor date de relaţia 


fac = (5.28) 


razele lor fiind egale cu 


a ; 
Ta ca PT ACP i a = Aga apa că aiba fc a (5.29) 
sin(09, — 0,) sin 0, 


Pentru a trasa curbele echipotenţiale şi liniile de cîmp, 
vom da valori, în Di Stone geometrică cu aceeaşi rație, 
funcției potențiale | ” (5.24) şi celei de flux y (5.25), egalate 
cu constantele 0 şi 0”, 


j 7 m Z | 1 

y sa AR 000 L, in i = d ri In = ( 
dme 9 f m2 l O ma iii IE > 
Pai i] wW i ad IG pa 


Din aceste relații vom calcula: constantele 0, şi C,, care, 
introduse în (5.26), (5.27) (5.28 SR, (5.29), ne vor da posi- 
bilitatea, în cele din urmă, de a calcula poziţiile centrelor 
şi mărimile razelor cir ieri ce reprezintă curbele echi- 
potenţiale şi de cîmp. 

Pentru simplificare, luăm Pa 2 09 1, iar raţia pro- 

2 me 
gresiei aritmetice o vom lua egală cu /8, înscriind rezu 
tatele în tabelul 5.2. Cu datele obţinute din acest: exem- 
plu, luînd a = 4, am construit reţeaua de cercuri din figura, 
5.13, reprezentind cîmpul în semiplanul superior, cimpul 
produs în semiplanul inferior fiindu-i simetric. 

În figura 5.13 am reprezentat şi liniile de curent şi 
curbele echipotenţiale ce iau naştere între un plan conduc- 
tor infinit şi un conductor cilindric paralel, între care se 
stabileşte o diferență de potenţial, aflate într-un mediu 
conductor nelimitat. 
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Aceeași figură 5.13, completată prin simetrie, a r 

i : i ii i E Lă Aj 3 Ai a » 
prezenta, în aceleaşi condiţii, liniile de curent şi plai í 
echi ial ia 'e între 146 tori cilin- 
echipotenţiale ce iau naștere între doi conductori i 
drici paraleli, a căror rază este mică în raport cu distanțele 
dintre ei. 


Tabelul 5.2 


] n To 
Yi 1 ! ; 2 2 
i 3 year ee 
7 ; Sa 1 Y y a 
Medar ce AR. NUD A AIG, 
0 1,00 GG CO ($) oO 00 
a 2,19 69 2,48 Se 2,41 2,61 
aj die SR S 
a 1,81 t, 52 1,15 1,00 1,41 
4 4 
5 55 2 0, 68 gi ), 41 1,08 
3 a” 10,55 1,21 0, 68 3 z 0,41 
| ii 3 0, 43 ici 0 1,00 
A 23, 14 1,09 0,43 = 
Su 50,75 1,04 0,28 IN =) 0,41 1,08 
N j s 
ui 113,32 1,01 ), 19 3 — 1,00 1,41 
AEAN ni 4 
NI D'U t 
pi tă 244,15. 1401 0,12 ARD AM MU, N T 61 
8 să S 
| T 535,49 1,00 0,09 7 — 00 o0 


În tabelul 5.2 se observă că C, creşte foarte repede, 9 
dată cu creşterea potenţialului, încit pentru valori apre- 


ciabile ale potenţialului, avem 
Y FN y 
Ui roa SCi 


iar relația (5.27) devine 


za 2 

[Și f 4a’ 
T, x 24 Ve, de unde 0, = 4 
. taina y pE 

J 1 


en 
iba 
© 


Introducind expresia lui 0 
potențialul 


„ în relația (5.30), putem evalua 
s Q 2a 
7, cu E ea În tg 


2 Tes Ti 


Dacă raza r, a cercurilor echipotenţiale este suficient 
de mică, centrele lor se confundă cu punctele a şi —a. 
'Pinind seama de faptul că putem materializa orice supra- 
față echipotenţială, printr-o suprafață conductoare, fără 
ca Structura cîmpului să se schimbe, relația (5.31) exprimă 
potenţialul unui conductor liniar, de rază, ri, mică în ra- 
port cu distanța a pină la un plan conductor paralel, 
aflat la potențialul zero. Deoarece q este sarcina pe unita- 
tea de lungime, notind cu 7 lungimea conductorului, sarcina 
electrică de pe întreg conductorul este 


gb, 


țar capacitatea condensatorului format din conductor şi 
planul conductor, contorm relaţiei (4.12) este 


Q — Q ql 2'xel 
ste hmat 
27e p Fi 


Cu această relație se poate calcula, de ex 
tatea unei linii electrice aerien 
tul. 


emplu, capaci- 
e, aşezată paralel cu pămîn- 


Doi conductori cilindrici paraleli, avind razele 
in raport cu distanța d — 24 dintre ei, încărcaţi c 
electrice egale și de semn contrar. 


fi mici 
u sarcini 
vor avea potențialele 


7 n d 

Vi nd 1p E , Vs — Ca NI În —s 
> me r 2 re r 
a TE 1 l 


iar diferenţa de potenţial, 


E 4 q d 
PAI A i A 
TE Tr, 
Dacă notăm cu 1 lungimea conductorilor, capacitatea lor 
va fi 
9 ql me | 
0 = a r =—: 
V, — Va în lu. 
TE Ti Ti 
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Dacă între acești conductori se menţine o diferență de 
potenţial, şi-i introducem într-un lichid bun conductor elec- 
tic, avind practie un volum nelimitat în raport cu dimen- 
siunile conduetorilor, curentul electrie ce ia naștere în li- 
chid va avea rezistenţa (5.22) 

ep 9 d 


R 3 Di 
C eh ADN A 


Notind cu U tensiunea electrică dintre cei doi conductori, 
intensitatea curentului din fluid wa fi 


U zt U 
ilip "pr pL W 
R pln 

ri 


5.5.3. Transformarea Z = f(z) =z” în care n 
poate fi orice număr, real 


Am văzut că expresia (5.12) este o funcție analitică, 
Prin urmare, prin transformări conforme, o putem folosi 
la obţinerea altor cîmpuri, din cimpuri fizice cunoscute. 
Astfel am procedat pentru cîmpul reprezentat în figura 
5.11. Formulele de transtormare, pentru. descrierea noilor 
curbe echipotenţiale şi linii de cimp sint relațiile (5.13). 


Aceste relaţii au o interpretare geometrică simplă. Ele 


servesc la obținerea transformărilor respective prin con- 


strucții geometrice. Fie cele două plane 2 şi Z (fig. 5.14), în 


FON 


$ 
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care s-au trasat. două rețele dreptunghiulare cu ochiuri 
pătrate, avind laturile egale cu unitatea. Făcind transtor- 
marea, observăm că unui punct m din planul z, avind 
modulul y şi argumentul 0, tinind seama de relaţiile (5.13), 
ii va corespunde în planul Z, un punet M, avind modulul 
k = y” şi argumentul e = nð. 

Drept exemplu, vom lua cazul particular al transfor- 
mării Z ='2?, care se poate rezolva uşor prin calcul. În 
această transformare, vom considera în planul z curbele 
echipotenţiale a — const, iar liniile de cimp y = const, 
ceea ce corespunde cimpului format de două plane verticale 
infinite, între care se stabileşte o diferență de potenţial. 

În coordonate carteziene, obţinem în planul > (fig. 
5.14) 


aF T eos0 ry 7 sin, 

iar în planul Z, 

X= R oso = r? cos 20; Y'= 'R sino =; r? sin 20, 
Deoarece 

cos 2, 0.=— cos20 —sin?0, şi sin 20 = 2 sin 0 cos 8, 
rezultă, 

X = 42 —y; Y = 2 ai 
Eliminind pe rind din acest sistem de ecuaţii pe œ gi y 
obtinem 
Yr A E Ayt = 0, YI 402Ă — 404 =0, 

Dind lui y şi y valori constante în progresie aritmetică, 
cu aceeaşi ratie, obţinem în planul Z două familii de para- 
bole ortogonale, în care s-a transformat reţeaua de drepte 
din planul 2 (fig. 5.15). 


a Lila și 
Fig. 5.15. 
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Prin această transformare se obţine distribuţia liniilor 
de curent (şi a curbelor echipotenţiale) produse de un 
semiplan vertical, așezat la dreapta la infinit, deasupra, 
axei Ox. Aceste linii ajung, după ce înconjoară un semi- 
plan izolant orizontal, la un alt semiplan vertical, aşe- 
zat la dreapta, la infinit, sub axa Ox. Cele. două semiplane 
între care se stabileşte o diferenţă de potenţial, se găsesc 


într-un mediu bun conducător de electricitate. 


3.5.4.. Transformarea Z = f(2) = 2”? 

Această transformare este un alt caz al transformării 
(2) d i 

În această situație, fiecărui punct din planul z îi va 
corespunde în planul Z cite un punct avînd modulul R 


a AI 3 
= "92 și argumentul w — -0. 
? 


Vom efectua această, transformare, operind asupra 
cimpului uniform, reprezentat în figura 5.16 printr-o 
rețea de drepte ortogonale, în care liniile de cîmp și cele 


0 x 
Fig. 5.16. 
echipotenţiale sînt exprimate, respectiv prin 7 = const 
ŞI d = const. În această transformare, orice punct de pe 


semiaxa pozitivă a numerelor reale, avînd argumentul 
egal cu zero, după transformare rămîne în planul Z, de 
asemenea, pe semiaxa pozitivă. Punctele de pe semiaxa 
negativă din planul zy avind argumentul egal cu 180°. 
vor trece in planul Z, pe o dreaptă care face un unghi 


a 


9 r : A WE hs 5 
y * 180 = 270°, deci axa se „iîndoaie” cu un unghi de 90 


mn 


Pentru a determina liniile de cimp şi curbele echipo- 
tențiale ale rețelei transformate în planul Z, vom trasa 
razele vectoare r, care corespund fiecărui nod m, al reţelei 
de drepte din planul z. Pentru a obţine apoi punctele 
corespunzătoare din planul Z, în care se transformă punc- 


2 


tele m, vom ridica la puterea valoarea numerică a 


+) 
segmentului 7, şi vom obţine modulele lor, R,. Argumentele 
92 


2) 
- argumentul 0, ale punctelor 


2 


©; le aflăm înmulţind cu 
m, Astfel s-au trasat la o seară redusă liniile de cimp şi 
curbele echipotenţiale din figura 5.16, b. 

Să aplicăm aceeaşi transformare în cazul a două iz- 
voare cilindrice A A” avind debitele egale si de sens coni tar, 
a căror linii de curent si echipotențiale sint cercuri, pe care 
le trasăm, completind prin simetrie fieura 5.13. În planul 
Z, liniile centrelor celor două surse trec într-un unghi drept, 
pe care îl vor înconjura celelalte linii de curent. Vom obţine 
figura 5.17, în care sînt trasate liniile de curent şi cele echi- 


potențiale, ce le formează două izvoare de curent cilin- 
drice AA”, care se găsesc, fiecare pe laturile unui unghi 
drept, cind sint introduse într-un mediu conductor neli- 
mitat. 

În cazul tuturor acestor cimpuri, determinate în vir- 
tutea proprietăților funcțiilor de variabilă complexă, 
putem calcula pe baza celor-arătate în 5.5.2, fluxul şi, 
respectiv, densitatea de curent, în orice punct al mediului 
conductor, dacă îi cunoaştem rezistivitatea. 

Ca aplicaţie practică, se poate calcula, de exemplu, 
in cazul electrolizei, grosimea stratului de metal ce se 
depune în diferite puncte pe suprafata unui electrod. 


5.6. Modelarea experimentală a  eimpurilor 


potenţiale plane 


În cuprinsul acestui capitol s-a arăt at, prin numeroase 
exemple, cum se poate obţine prin calcul structura cim- 
purilor potenţiale plane. Această structură este caracte- 
rizată prin liniile echipotenţiale şi de cîmp, deoarece din 
aşezarea lor se poate calcula (v. $ 5.2) în orice punct in- 
tensitatea cimpului. În practică se pun însă adesea pro- 
bleme complicate, a căror rezolvare poate fi foarte difi- 
cilă, dacă nu chiar inaccesibilă calculului. În astfel de 
cazuri, se recurge la metode experimentale. Datorită ana- 
logiei ce există între diferitele tipuri de cîmpuri potenţiale, 
una dintre metodele experimentale folosite pentru deter- 
minarea configurației lor este modelarea experimentală, 
cu ajutorul! câmpului electrocinetic. În această metodă, se 
înlocuieşte studiul unor. astiel „de cîmpuri prin ! stadiul 
unor cimpuri electrice staționare analoage, în lichide slab 
conductoare. Metoda; permite- trasarea liniilor  echipoten- 
tiale între electrozii introduşi în lichidul conductor. După 
ce liniile echipotenţiale au fost determinate, se poate trasa 
orice linie de cimp, avind în vedere ortogonalitatea lor. 


5.6.1. Metoda electrolitică a inelelor lui Nobili 


Una dintre cele mai vechi metode de modelare electro- 
cinetică este următoarea (realizată pentru prima oară 
de Nobili, în 1827). 

Se confecţionează, din. sticlă sau material plasti 
baie electrolitică cu fund plat (fig. 5.18), adincă de a 
ximativ 10 cm, avînd celelalte două dimensiuni! destul de 


(S5) 


Fig. 5.18. 


mari, pentru ca influența pereţilor să fie neglijabilă. Fundul 
acestei băi se acoperă, cit se poate de exact, cu o foaie 
metalică de cupru, argint sau fier. Se toarnă apoi în baie 


o soluţie de acetat de cupru şi de plumb, dacă fundul este 
din cupru sau argint, și de tartrat dublu de antimeniu și 
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potasiu (emetic), dacă fundul este din fier. Se cutundă 
apoi în baie o serie de electrozi contecţionaţi din oţel 
șlefuit, fixati prin intermediul unor planşete, astfel ca 
extremităţile lor inferioare să se găsească în imediata apro- 
piere a plăcii metalice, fără a veni în contact cu ea. Se 
leagă apoi unii dintre electrozi la polul pozitiv al unei 
baterii de aproximativ zece volti, iar ceilalţi la polul ne- 
gativ. După închiderea circuitului, datorită peroxidului 
de plumb ce se depune în straturi transparente, apar foarte 
irumoase efecte de irizaţie pe suprafata plăcii care acoperă 
fundul băii electrolitice. Experienţa jare, o durată de 
numai citeva minute. Ulterior descoperirii lor, s-a constatat 
că liniile colorate care apar corespund cu aceea a liniilor echi- 
potenţiale, care ar rezulta din aplicarea, directă, a elec- 
trozilor pe un plan conductor avind acelaşi: contur cu 
placa de cupru care acoperă fundul băii. Avind în vedere 
continuitatea cîimpului electrocinetic, explicarea apariţiei 
acestor linii echipotenţiale care se detaşează, foarte dis- 
tinct pe suprafata, plăcii este destul de obscură. Este 
posibilă o explicatie, luînd în consideraţie efectele cuantice 
ale undelor, asociate ionilor care se deplasează în soluţie, 
din, cauza diferenţelor de. potenţial, dintre electrozi. 
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In figura 5.19, b se arată modul de distribuţie a li- 


niilor echipotenţiale obţinute prin această metodă, între 
doi electrozi drepți, asezati unul în prelungirea celuilalt 
i i sat ` y 5 pkd, 


lăsîndu-se însă între ei o mică distanţă. Ele sint identice 
cu cele obţinute prin calcul şi sint arătate în figura 5.11, b. 

În figurile 5.19 a, e și d sint arătate distribuțiile de 
potenţial pentru alte configurații mai complicate ale 
electrozilor. | 

Dacă se lucrează în condiţii îngrijite, astfel incit fundul 
băii să tie perfect orizontal şi dacă prin reflexie in cles- 
trolit se verifică poziția verticală a electrozilor, aproxi- 
maţia metodei este de ordinul sutimilor de milimetru. 


5.6.2. Metoda băii electrolitice 


Metoda de determinare a liniilor echipotențiale prin 
formarea peroxidului de plumb este părăsită astazi. 
Se preferă construcția prin puncte a liniilor eçhipoten- 
tiale, formate între doi sau mai mulți electrozi, cu ajuto ul 
unei sonde şi a unui instrument de zero cu rezistenţă, 
interioară mare. MANI 

În acest scop, pentru modele ale căror dimensiun i 
nu întrec 10 pînă la 20 em și pentru ca influența pereţilor 
să fie neglijabilă, se foloseşte o baie (fig. 5.20) construită, 
din material izolant, avind lungimea şi lăţimea egale cu un 
metru. 


Adincimea ei poate diferi de la caz la caz, con faza 
purile plane ea poate fi redusă numai la 2 piy rio k 
Trebuie însă să se asigure o poziție remi is a 
fundului băii, pentru ca adincimea electrolitului să fi 
constantă pe toată suprafaţa băii. T 

Electrolitul poate fi apa obişnuită, a: spe Anian 
de cele mai multe ori o soluţie diluată de pi i ză pu: 
Baia trebuie menţinută la temperatura PONANA M Oa A 
agitată din cind în cînd, pentru a-i asigura omogenitatea. 
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Modelul M de electrod 
reduse, poziţia sondei cu care se 
să fie reperată cu mare precizie prin măsurarea, coordo- 
natelor, iar dimensiunile modelelor trebuiesc stabilite cu 
precizia de 0,1 mm. Pentru reperarea sondei, se 
pe baia electrolitică o construcţie foarte rigidă, pe care 
se dispune un sistem de bare mobile articulate, care per- 
mit deplasarea electrodului mobil, măsurîndu-i totodată 
şi coordonatele. 

În alte dispozitive, se foloseşte un pantograf care 
permite inscrierea traiectoriei în lichid a sondei, direct 
pe o foaie de hirtie. Pentru evitarea, inevitabilelor tato- 
nări, se poate prevede mecanismul inregistrator cu un 
electromagnet care poate fi acționat de operator cînd 
instramentul de măsură este adus la echilibru. 

n cazul cîmpurilor plane, sonda poate fi o vergea 
metalică, subţire, verticală, din platină sau cupru care 
ocupă toată înălțimea băii. 

Curentul folosit poate fi continuu, de 
anod solubil. Dacă experienţa nu este bine condusă, se 
pot produce fenomene de polarizare care pot introduce în 
circuitul sondei tensiuni electromotoare parazite, care 
pot modifica skprafața utilă a modelelor folosite. 

Instrumentul de măsură este legat între sondă şi 
cursorul unui potențiometru gradat. Cind sonda, se mane- 
vrează în așa fel încât instrumentul de măsură, să se men- 
țină la zero, ea descrie o curbă echipotenţială, a cărei 
cotă este cunoscută, datorită, gradaţiilor potențiometrului. 

Pentru evitarea fenomenelor de polarizare, unii expe- 
rimentatori preferă, în locul curentului continuu curentul 
alternativ de frecvență sonoră, generat de un dispozitiv 
eetronic, iar în locul instrumentului de măsură un difu- 
Or Sau cască. Punctul zero va fi marcat 
sau difuzorul 


aşază 


preferință cu 


atunci cînd casca 
încetează emiterea de sunete. Se poate in- 
troduce înaintea difuzorului sau căştii un dispozitiv am- 
plificator. 

Pentru determinarea intensității cimpului, 


trebuie să 
se cunoască rezistivitatea electrolitului 


, Care se determină 
win introducerea acestuia intr-un tub de sticlă  cilin- 
drie, calibrat, închis la capete cu doi electrozi, pertect 
paraleli 


Metoda băii electrolitice poate fi folosit: 
determinarea suprafețelor echipotențiale, 
potențiale tridimensionale. În acest 


& Și pentru 
ale cimpurilor 
caz baia trebuie să 


va 
ZI 
ie) 


care se studiază fiind de dimensiuni 
e explorează cîmpul trebuie 


fie mai adlincă, iar sonda să fie făcută dintr-un fir de cupru 
sau platină, complet izolat, în afară de extremitatea sa 
inferioară. sei 

Pentru modelarea experimentală a  cimpurilor fizice 
se mai folosesc și alte metode, dintre care cităm procedeele 
electrostatice cu pulberi sau cù tuburi luminese ente, 
procedeele termice, procedeele magnetice cu pilitură de 
fier, procedeele hidrodinamice ete., asupra cărora nu vom 
insista. 


Capitolul 6. MODELAREA IN FIZICA ATO- 
MICĂ ȘI NUCLEARĂ 


care o rostesc trebu ie 
o afirmaţie, ci ca o 


„Fiecare fraz 
înţeleasă 
întrebare.” 


După cum reiese din cele spuse în capitolele precedente, 
aproape întreaga dezvoltare a fizicii a avut loc ca urmare 
tării unei reprezentări a realităţii, situate dincolo de 
aparențele sensoriale. 

Încă cu 2000 de ani în urmă, s-a emis ipoteza că toate 
substanţele sînt formate dintr-un număr foarte mare de 
atomi. Democrit a făcut prima încercare de modelare în 
structura materiei, reprezentind atomii sub diferite forme 
în funcție de proprietăţile avute de substanţele din care 
fac parte. 


Nevoia de a modela realitatea este determinată de 
imposibilitatea ca aceasta să fie studiată, în forma pe care 
o percepem, tocmai datorită complexităţii sale. Aceasta 
a fäcut ca pentru explicarea diferitelor fapte experimen- 
tale observate, să se imagineze de către oamenii de şti- 
inţă modele ale fenomenelor, imagini ale lumii reale în 
care trăim. 


6.1. Modele atomice 


6.1.1. Modelul static al atomului (J.J. Thomson) 


Ca şi Democrit, marele chimist Dalton — fondatorul 
teoriei atomice — considera că limita de divizibilitate a 


substanţei este atomul. În 1833, Faraday descoperă feno- 
menul de electroliză, de unde găseşte că pentru a depune 
la catod un echivalent gram din orice substanţă este nevoie 
de aceeaşi sarcină electrică F= 96 490 coulombi, constantă, 
numită numărul lui Faraday. Rezultă că pentru a depune 
la catod un atom gram de substanţă monovalentă sînt 
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necesari F coulombi, pentru una bivalentă sint Nece: 
2F coulombi ete. 


Cum într-un atorn gram din orice substanță sint N — 
= 6,025 x102% atomi, rezultă că în medie fiecare ion 
monovalent va transporta sarcina 


F 96 490 a : 
' = 1,602 -1071 coulombi 
102% 


Un ion bivalent va transporta o sarcină de două ori 3 


mare etc. Acestei sarcini elementare. în 1874, Stoney 
lă numele de electron. 


O dată cu descoperirea radioactivităţii naturale în 
1395 şi a dovedirii că aceasta este un fenomen subatomic 
s-a pus problema structurii atomului. Dat fiind faptul că 
substanţa este în general neutră, din punct de vedere elec- 
trie şi întrucît electronii negativi s-au dovedit a fi consti- 
tuienți ai atomilor, rezultă clar că atomul trebuie să con- 
țină şi purtători de sarcină electrică pozitivă. Asadar, 
era vorba de o structură electrică a atomului. 

Primul model de atom a fost propus de W. Thomson 
(Lord Kelvin) în 1902. Contorm acestui model, sarcina, 
pozitivă a atomului este uniform distribuită în interiorul 
atomului, iar electronii se dispun sub forma unor straturi 
concentrice. Practic, atomul era reprezentat ca o „,pică- 
tură” sferică, compusă dintr-o substanţă încăreată pozi- 
tiv, înăuntrul căreia erau „seuiundaţi” electronii, al 
căror număr era atit de mare, încât anulau sarcina pozi- 
tivă a atomului. Este aşa-numitul atom tip „cozonac 


cu stafide”, 
Incepind cu 1903, J. J. Thomson dezvoltă acest mo- 
del, considerind că sarcina pozitivă este, de asemenea 


> 
uniform distribuită în interiorul volumului ce delimitează 


dimensiunea atomului, însă datorită forțelor evasielas- 
tice, electronii oscilează în jurul unei poziţii de echilibru. 
Acest model de atom are totuşi un caracter static. Sta- 
bilitatea atomului este asigurată de egalitatea forței 
trostatice de interacţiune dintre electroni şi elementele 
volume încărcate pozitiv, cu forta cvasielastică 


7 STE e F 
PENA RN W 
AT Egert? 


unde r este distanța dintre punctul A, în care se află, elec- 


tronul şi centrul sferei, iar —e şi e' sint sarcina electro- 
A respectiv, sarcina pozitivă a atomului (fig. 6.1). 

ită acestor oscilaţii, atomul ar emite în spaţiul 
înconjurător radiaţii electromagnetice. În acest mod s-ar 
explica emisia şi absorbţia luminii de către atom, deci a 
liniilor spectrale. 


Deşi modelul de atom propus de J. J. Thomson a 
jucat un rol pozitiv în istoria ştiinţelor, modelul are un 
caracter. artificial, întrucit atribuie sarcinilor pozitive şi 
negative naturi diferite. Şi anume, sarcinile pozitive sint 
considerate ca. avind o distribuţie continuă, în timp ce 
sarcinile negative ar avea o distribuţie granulară. În ace- 
laşi timp, deşi cu ajutorul acestui model s-a dat o expli- 
caţi iginii liniilor spectrale, valorile experimentale ale 
evenţelor acestor linii nu coincideau cu cele calculate. 
. aceste fapte au cerut înlocuirea modelului cu altul 
mai perfecţionat. 


6.1.2. Modelul atonue planetar (Rutherford) 


Problema verificării ipotezelor lui J. J. Thomson cu 
ivire la structura atomului a preocupat pe mulţi oameni 
de știință, la începutul secolului al XX-lea. Trimițind 
fascicule de electroni prin foiţe subţiri, confecționate din 
liferite substanţe, Lenard (1903) găseşte că electronii 
pot străbate un număr mare de atomi, fără să fie deviaţi de 
la traieetoria iniţială. El ajunge astfel la concluzia că sar- 
cina pozitivă a atomului nu este uniform distribuită în 
întreg atomul, ci are şi ea o structură granulară. Lenard 
a constatat că electronii străbat foița metalică fără să 
sufere o deviaţie apreciabilă. Aceasta a condus la ideea că 
a electrică pozitivă a atomului nu este dispersată, 
au, ca în modelul lui Thomson, ci este concentrată 
în centrul atomului. 
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În 1911 Rutherford sondează interiorul atomilor cu 
ajutorul particulelor alfa, emise de substanţele radioactive, 
plecînd de la o serie de rezultate obţinute de doi dintre 
colaboratorii săi, Geiger şi Marsden, privitoare la difuzia 
radiaţiei alfa, la trecerea ei prin substanţă. Se știe că ra- 
diaţia alfa este formată din particule alfa, fiecare dintre 
acestea reprezentind un ion de heliu dublu ionizat. 


Schema experienţei lui Rutherford este dată în figura 


6.2. Particulele a emise de sursa S de radiu sini diatrag- 
mate de diafragma D, iar o parte cad pe dituzorul M, care 


poate Îi, de exemplu, o foiţă de aluminiu, cupru, argint. 


sau aur. Particulele alfa, împrăștiate de M sub diferite 
unghiuri faţă de direcţia iniţială, vor ajunge pe placa foto- 
grafică P, care le va înregistra. În toate experienţele, 
aproape toate particulele. au trecut prin foiţa metalică 
și numai unele au fost deviate. Aceasta arată că atomul 
are o structură spaţială, adică există în atom spaţii li- 
bere prin care au putut trece particulele «. Pe de altă 
parte, o mică parte din particulele « iniţiale au fost difu- 
zate sub unghiuri mai mari de 90°, adică au fost reflectate 
înapoi spre sursă. Aceasta sugerează, faptul că în interia- 
rul atomului există o mică parte, încărcată cu o sarcină 
pozitivă, asttel că sarcina electrică totală a atomului luat 
ca un întreg este egală cu zero. Această parte a fost numită 
nucleu. În figura 6.3 este reprezentat modul în care apare 
difuzia particulelor « prin nuclee în cadrul modelului 
Thomson (a) şi în cadrul modelului lui Rutherford (b 
Noile experienţe ale lui Rutherford au arătat că nucleul 
se află în centrul atomului, în care este concentrată în- 
treaga sarcină pozitivă a atomului și aproape întreaga 


e 


sa masă. Astfel, dacă diametrul atomului este de circa 
10 m, diametrul nucleului este de ordinul 10-35 m. 
In același timp, electronii atomului sînt distribuiți în 
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jurul nucleului pozitiv într-un volum relativ mare, în 
comparație cu volumul nucleului. 

Evident, acești electroni nu pot fi imobili, intrucit 
datorită atracției electrostatice ar cădea pe nucleu. Astfel 
Rutherford a presupus că electronii efectuează o mişcare 
de rotaţie în jurul atomului. În acest tel, modelul de atom 
a lui Rutherford — numit şi modelul nuclear al atomu- 
lui — are imaginea sistemului solar, nucleul pozitiv ju- 
cînd rolul soarelui iar electronii, mai mulți sau mai puţini, 
se rotesc în jurul nucleului, ca şi planetele în jurul soare- 
lui. Această ipoteză a fost perfect confirmată de o serie 
de fapte experimentale, permitind evaluarea, sarcinii po- 
zitive a nucleului şi a legii de imprăştiere a, particulelor. 

Să explicăm mai îndeaproape difuzia particulelor alta, 
reliefind totodată și alte concluzii care s-au desprins din 
aceste experienţe. 

Fie deci o particulă a care se apropie de nucleul D 
din direcţia B (fig. 6.4). Particula « are sarcina Ze, masa 
m şi viteza v. Între nucleul încărcat cu sarcina Ze ŞI 


particula a încăreată cu sarcina Z'e se manifestă forta de 
respingere electrostatică 
} Ze(Z'e) 


Uh heare A e i (6.1) 


unde 7 este distanța la un moment dat dintre particula 
a și nucleu (s-a presupus că interacțiunea are loc în aer, 
dec e, 1), 

Distanţa b = DA la care particula « ar trece fată de 
nucleu dacă n-ar acţiona forta de respingere, se numeşte 
parametru de ciocnire. 

Din mecanică știm că traiectoria particulei care se 
mişcă sub acţiunea unei forțe centrale, invers proportio- 
nală cu pătratul distanţei, este o curbă de ordinul doi, 
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cu focarul în centrul de acţiune al forţei. În cazul forţei 
de respingere, această curbă este o hiperbolă, astfel încit 
între unghiul de difuzie şi parametrul de ciocnire b există 
relaţia 


9 me dr 
FA P EEEN PA AMA (6.2) 


US di BT 
2 2Ze? 


Dependenţa traiectoriei particulei x de mărimea para- 
metrului de ciocnire este ilustrată în figura 6.5. Din (6.2) 
rezultă că unghiul de difuzie al particulelor a va fi cu 
atit mai mare, cu cit ea va trece mai aproape de nucleu 
şi cu cît va fi mai mică energia sa cinetică. 


ls; 


Fig. 6.5. Fig. 6.6. 


Relaţia de mai sus nu se poate verifica prin experienţe 
directe, întrucit parametrul de ciocnire nu este o mărime 
direct măsurabilă. Un rezultat verificabil experimental 
se obține dacă, în locul unei singure particule, se foloseşte 
un fascicul de particule a. Fie deci un asemenea fascicul, 
dirijat perpendicular pe o foiţă metalică de grosime d, 
conținînd n. atomi în unitatea de volum, astfel încit o 
particulă a este difuzată o singură dată. 

Deoarece parametrii de ciocnire ai particulelor æ din 
fascicul sint diferiți, rezultă că şi unghiurile de difuzie 
vor fi diferite. Să determinăm care este numărul de par- 
ticule « difuzate sub unghiuri cuprinse între 9 şi 86 + dB. 
Notăm cu N, numărul de particule care cad perpendicular 
pe suprafaţa de un cm? a foiței metalice. 
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Presupunind că difuzia particulelor g este determinată 
de un singur atom din foita metalică, vor fi difuzate, după 
unghiul cuprins între 0 şi 0 -+ d0, toate particulele care 
tree prin suprafața inelului haşurat, trasat în jurul ato- 
mului © ca centru , avind raza b şi grosimea db (fig. 6.6). 
Numărul de particule difuzate sub unghiuri cuprinse 
între Ô și 0 + d este egal cu produsul dintre N, şi supra- 
faţa inelului, 


Introdueind în această relaţie produsul bdb din (6.2), 
rezultă 


1E d A (6.4) 


Acest număr de particule se dispun pe suprafața unei 
zone sferiee, haşurată în figura 6.7, 


dS = rd0 2nr sin = 


= 27r? sin 040. 


Numărul de particule « difuzate într-un 


unghi solid egal 
cu unitatea (r = 1) va fi 


da5 


şi deci, prin integrarea relației (6.4), se obtine 


Ne ( Ze? } ] 
aE Mawe empatie 
7 mn? (i 
N 9 Hit sint 0 
2 


unde raportul N/N, reprezintă probabilitatea 


mde raportul N,/N, re ca o par- 
ticulă a să fie difuzată sub unghiul 0. 
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Considerind că foita 
% are & srosimeś ad Şi con 


se obține relaţia 


metalică, prin care trec particulele 
ţine n atomi în unitatea de volum, 


N e N r pa pes (6.5) 
sint -—— 


numită formula de imprăştiere a lui Rutherford. 

Cu ajutorul acestei relaţii, considerind că, ipoteza ato- 
mului nuclear este adevărată, Rutherford ajunge la urmă- 
toarele concluzii : 

1) toată sarcina pozitivă a atomului şi aproape în- 
treaga sa masă este concentrată în nucleul atomului, ale 
cărui dimensiuni sint de ordinul a 10-15m: 

2) legea lui Coulomb, descoperită pentru cazul inter- 
acțiunilor electrice mac roscopiee, este valabilă şi în cazul 
int acţiunilor microscopice, la nivelul atomului : 

3) numărul de ele x difuzate de o foiţă metalică 
este proporțional ci 

— numărul iniţial N, de particule a, 

— grosimea d a materialului difuzant, 

— inversul pătratului energiei potenţiale a particulei a, 

— pătratul sarcinii nucleului sau (Ze), 

— inversul lui sint 0/2. 

Experiențele efectuate au arătat că rezultatele concordă 
bine cu teoria lui Rutherford, numai pentru cazurile cînd 
foița difuzantă era confecționată din metale mai grele, 
iar viteza particulelor « nu era prea mare. 

Într-adevăr, dacă toița dituzantă era formată din 
atomi mai uşori, iar energia particulelor « era suficient 
de mare, s-a constatat că unghiurile de difuzie devin mari. 
iar formula de împrăştiere nu se mai verifică. Aceste ob- 
servaţii au fost explicate considerind că în aceste cazuri 
particulele « avînd posibilitatea să treacă mult mai aproa- 
pe de nucleu decit în primul caz, în afară de forta de res- 
ping zere electrostatică, apar forţe noi, de altă natură decât 
cele electrostatice, care au fost numite mai tirziu, forțe 
nucleare. 

Un succes deosebit al acestui model a constat în f: aptul 
că a făcut posibil calcularea i: ărimii sarcinii Ze a nucleelor 
unor elemente. În acest fel, Chadwick, un colaborator æ 
lui Rutherford, folosind re sa (6.5) găseşte pentru cupen u 
A= 29,3, pentr argint Z — 46,6, iar pentru platină Z = 
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În aceste stări, Ppergia ră im 


= 11,4, apropiate de valorile 29; 47 si 
de ordine ale elementelor respective 
al elementelor. 


78 ale numerelor 
din tabelul periodie 


6.1.3. Modelul atomic cuantice al lui Bohr 
Deşi cu ajutorul modelului de atom al lui Ru ıtherford 
s-a făcut un salt calitativ în explicarea unor fapte expe- 
rimentale, totuşi modelul ca atare nu putea, îi pus în acord 
cu teoriile electrodinamicii clasice. În modelul planetar 
al atomului, stabilitatea ac estuia este asigurată de faptul 
că forța electrostatică de respingere dintre nucleu sgi 
electroni este echilibrată de forta, centritugă de rotaţie d 
electronilor. | TAR 
__ Bleetrodinamica, clasică însă afirmă că orice particulă 
incăreată electric aflată în m işcare de rotaţi e, fiind continuu 
accelerată, emite continuu ener gie sub formă de radiaţii. 


Dar aceasta, înseamnă că atomul emite continuu radiaţii, 
avind drept rezultat scătteie energiei electronului și 


deci în final „căderea“ eleci troni fi li pe nucleu, într-un timp 
de ordinul 10° s. Aceasta ar însemna ca mişcare; a elee- 
tronului să se facă pe o traiectorie sub tormă de spirală, 
cu raza din ce în ce mai mică, iar spectrele de emisie ale 
atomilor diferi telor elemente să fi e spectre continue. 
Toate faptele ex perimentale arată însă că, 
atomii elementelor sînt stabili, iar spectrele de emisie 
sint Spectre « de linii, cu frec venţe } stabilite. Aceasta, 
inseamnă, că emisia, de radiaţii i are loc 
la întîmplare gi e la se trebuie 
folosite legi noi, care 
Pentru înlătura ea aces stor d 
t procedat la tratarea modelul 
ford prin Ai concepţiilor noi, ale 
Planek, care p esupune că, radiaț 
sorbite de id ele atomice în 
pli ale cu: antei de acţiune : e 
Planck, iar v — f fai de 
Penn ru explicar noilor 
a formulat două, postula te : 
1. Postulatul mecanic sa 
Hionare afir m ă că, atomii pot e 
numai aflindu-se în anumite 


in general, 


h fiină coristăiiită, lui 


Bobr, 


postulatul See an ti 


ntă, Ft are nici 
aţie. Fiecare dintre 


nu se emite, nici nu se 
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aceste stări este caracterizată de o anumită valoare a 
energiei, astfel încît energiile diferitelor stări ale aceluiaşi 
atom formează un şir disceret Wi, Wa, Way: Wa 
9. Postulatul optic sau condiția de frecvenţă afirmă că la 
trecerea dintr-o stare staţionară în altă stare staţionară 
atomii emit sau absorb radiaţii numai pentru frecvențe 
strict determinate. Radiația emisă sau absorbită la tre- 
cerea atomilor din starea staţionară cu energia W, în sta- 
rea staţionară cu energia W (W, >W) are loc pentru 
frecventa v, dată de relația 
hy = W, — W (6.6) 


Verificarea experimentală a primului postulat a lui 
Bohr a fost realizată încă în 1913 de Frank şi Hertz. Se ştie 
că atomii care au un surplus de energie se află într-o stare 
excitată. Ei nu rămîn în starea excitată, ciau tendința de a 
reveni în starea normală, neexcitată, emiţind un foton 
a cărui energie este egală cu variația energiei electronului 
(fig. 6.8). Radiația formată din fotonii astfel emigi se 
numeşte radiație de rezonanță. 


Si N joi 
De pi Q fea 
A în Q 
A pu locali, i 
o ps Ya „A + 
ip: 
/ A 
A j = a) 2 Ay 
4 A NA IN a 
; f ING Ap 
y pt, 


Fig. 6.8. 


Una. dintre metodele de aducere a atomilor în stare 
excitată se realizează prin bombardarea acestora de către 
electronii aeceleraţi, datorită unei diferențe de potenţial U. 
în cazul în care prin ciocnirea cu atomii, electronii accele- 
rai pierd energie, pe care o absoarbe atomul ciocnit, are 
loc o ciocnire neelastică. Dacă energia electronilor acce- 
leraţi este suficient de mare, poate avea loc ionizarea 
atomilor cioeniţi, prin îndepărtarea unuia din electronii 
exteriori, atomii respectivi devenind ioni pozitivi. Valoa- 
rea tensiunii acceleratoare U din acest caz se numeşte 
potenţial de ionizare. 

Postulatul stărilor staţionare este verificat prin ex- 
perienţa lui Frank şi Hertz, redată în figura 6.9, folo- 
sindu-se aşa-numita metodă a potenţialului întirzietor. 
Dispozitivul este format dintr-un tub de  descăr- 
care, prevăzut cu catodul C, grila S și anodul A, în 
interior: aflindu-se vapori de mercur, la presiunea de 
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circa un torr. Electronii eli i 
orr. Electro eliberati de cs i sî 
e nii eliberaţi de catodul C sînt acce- 
ein i ii ȘI grila S care are potenţialul U, pozitiv fată 
J. Energia fiecărui electron creste cu i 


unde 1] este Ha arti pa! i N 
eU este mărimea lucrului cîmpului electric 


Fig. 6.10. 
Reglind diferența « 
un fascicul de electron 


Jo Atenti. i 

3 poeni U, se poate obţine 
; rii 1 de-o anumită energie Dacă, în 
ur € RP NEA A Keeni se 
urma ciocnirii cu ator de mercur, electronii nu ace ză 
energia. ei vor ainnoa la ăia] A U-ȘI variază 
energia, ei vor ajunge la anod și vor fi înregistraţi le ser 
vano metrul G. Atunci cînd tensiunea Tatanta A 
AC 7 «a N ata ră S : y jor , 
4,9 V, se constată o scădere bruscă a 


AI 
cu 


celeratoare devine 
iau S Panitată marhderad irentului electri 
100] gistrat de G, chiar dacă U creste în contin , Ep 
iasi ťanomen se înțtîmnlă n 4 He 5 ler acul uinuare. Ace- 
> nen ge intim piă pentru U egal cu 9.8 V-147 V 
6.10). i Gai CU A nY Et N 
întîmplat 


lui electric, î 


t5 


S bruscă 
onu n-au mai ajuns 
ul lor, eleetronii 
ercur, le-au cedat 
l iecărui electron a 
in spațiul SA, grila 


iv 0 mai mare 
nă că electr 


an arog 
aere 


anestope 7 A 3 
ACESLOra € nergie, lar 


e g x 


; insuficientă pe 


nii avind 


p eaptatți de grila S 

f ĮI 3$ bi ig a i 
tronii ajung la de 4,9 i că în koet 

| A d D 14 UL gI y il S 
t, între electri omii de i avas W 
mii de cur au avut loc 


cioc yiri nalaatin îm - i ii J € = 
niri neelastice, în apropiere de S. A doua se: 


respunzătoare eneroiei de 9 Q TA ti Í ere, co- 
atoare energiei de 9,8 eV, înseamnă că fiecare elec- 


17ł 


tron a ciocnit neelastic de două ori atomii de mercur etc. 
Se observă că în toate cazurile atomii de mercur îşi pot 
varia energia numai cu multipli întregi ai valorii de 4,9 eV. 
Dar aceasta înseamnă că energia atomului de mercur poate 
lua valorile 

Vp Wot Ag eV W, +2+:4,9eV; Wi +3-49eVi.... 
TD e j 

care formează un șir discret de valori pe care le poate avea 
atomul în diferitele stări staționare, W, fiind energia ato- 
mului de mercur în stare neexcitatá. 

Valabilitatea celui de al doilea postulata lui Bohr a fost 
verificată studiind spectrele de emisie şi absorbție ale atomu- 
lui de hidrogen, care a constituit de altfel şi cheia stabilirii 
postulatelor respective. 

Conform teoriei lui Bohr, atomul de hidrogen este format 
din nucleul încărcat cu sarcina +e și electronul avind 
sarcina —e, acesta din urmă rotindu-se pe o orbită circulară 
în jurul nucleului (fig. 6.11). Între electron şi nucleu se ma- 
nifestă forța, coulombiană F. Acestor prezumțţii, considerate 
ca, fiind clasice, Bohr le alătură cele două postulate, ceea 
ce de fapt înseamnă că a aplicat teoria cuantică mode- 
lului de atom a lui Rutherford. 

Problema. care se punea, era de a afla care sint orbitele 
permise ale electronului care corespund stărilor staţionare. 


Fig. 6.11. 


Du alte cuvinte, trebuia, găsite care sint valorile energi- 
ilor atomului, aflat în stare staţionară. Problema a fost rezol- 
vată prin formularea condiţiei de selecţie a stărilor staţio- 
nare. 

Conform mecanicii clasice, se poate admite o infinitate 
de orbite pentru electronul aflat în rotație în jurul nucleu- 
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mu ei 


lui. Într-adevăr, folosind faptul că stabilitatea sistemului 
nuțleu-electron este dată de echilibrul dintre forta elec- 


troştatică de atracţie şi forța centritugă de inerție, 


g? my? 
(Mi A (6.7) 
Aner’? r p 
se obține o ecuație cu necunoscutele r şi v, care admite deci 
o infinitate de soluții. 

Metoda alegerii orbitelor permise pentru electronul din 
atom este dată de așa-numita condiție cuantică a lui Bohr 
care reprezintă de fapt însăşi generalizarea ideii de cuanti- 
ficare a lui Planck, extinsă la mişcarea electronului din 
atom. Pentru formularea acestei condiţii, considerăm că 
starea, sistemului nucleu-electron poate fi descrisă cu aju- 
torul unor parametri numiţi coordonate generalizate. În 
cazul mişcării pe un cere, coordonata generalizată este 
unghiul polar e (fig. 6.11). Acestei coordonate îi corespunde 
un impuls generalizat, i 

9W, 
Po = —— 3 
09 
unde W, este energia cinetică, 
29/91. 
| Pentru determinarea lui pp, exprimăm pe W, în coor- 
donate polare, 


electronului, iar ọ = 


ARD mv? ds d(ro) lo 
W, =—, unde v= — = SEP) e pa ro, 
2 di di dé 


r ind raza traiectoriei, iar ds porţiunea. de curbă parcursă, 
de electron în timpul dt. 

Rezultă 
oW, 


09 


Poe = 


= mT? — mor, 


anA A » - 3 ` 
unge mvr este impulsul generalizat, egal cu momentul 
cinetie orbital al electronului ce se mișcă pe o orbită cir- 
culară de rază r. 
Cum insă 
ow 
Po do == —— - do 
do 


en 


înseamnă că produsul p, do are dimensiunea energie. timp, 
deci o acţiune. G E A pc AE ANEA REY 

Conform teoriei cuantice a lui Planek, orice acţiune este 
un multiplu al cuantei de acţiune k şi deci 


r 


P | 'onrevintă intedr la 
7 4 11] F P re eznnta inte gra 
unde m este un numi ar întreg „lat si re pr 


j r ite airanla "tru- 
pe conturul spera care este c are ar iry mopu r Întru 


Bohr consideră că sînt permise numai acele orbite pen- 
cat inetic orbital al electronului este 
tru care momentul cinetic orbital al electronului 
fè n 8) 
Pey = Mr = N ) 
i i re i-a valorile p — 
unde n este numărul cuantice gi care i-a valore n l; 
24 i ... pentru orbite succesive. 


Bliminind pe v, din relatiile (6.7) ṣi (6.8), se obține 


eritelor consi 
Bohr (n = 1 
stomului ar f 
valoarea est 


ru A unei or 


), valoarea r; = í 
i de 1Å = 
timată din teoria cine- 
bite permise oarecare, 


bună concordan 


as ea 


En 


arată că razele orbitelor succesive crese propor- 
) eu pătratele numerelor întregi. Mo! gis 

Întrucît nici valoarea razei permise şi nici a varone 
electronului nu pot fi determinate. direct erpen aaa 


T ti id A ini 
verificarea teoriei lui Bohr tăcut, așa dup: n 
spectrele de emisie şi 
< 


at y sus, studiind 
atomului de hidrogen. “În acest 


Al 


absorbtie 
scop se determină cu 


| 
$ 


fþarte mare precizie mai întii variația energiei emise sau 
absorbite de atomii de hidrogen, din măs surătorile spec- 


\Studiind succesiunea liniilor spectrale din spectrul 
vizibil al hidrogenului, Balmer găseşte în 1885 o relație 
empirică de forma 


În această relaţie v = 1/A este numărul de undă (care 
arată cîte lungimi de undă sînt pe un centimetru de 
lungime), Ru = 10, 968 * 105 m”! este constanta lui Ryd- 
berg, obţinută din măsurători „Spectroscopice, iar n este 
un nümäăr întreg care caracterizează linia spectrală. 

Folosind teoria sa, Bohr calculează ener gia stării sta 
ționare a atomului de hidrogen, considerind că ea are două 
componente : energia cinetică, a electronului care se roteşte 
in jarul nucleului, 


PP e H pie aia 


“i 


şi energia potenţială de interac țiune dintre electron şi 
nUcreu, 
e 1 
Mu RR piece e -> 
ăi 
unde am folosit expresiile lui v şi 7, date de (6.7) şi (6.8). 


mparind W, cu W, se găseşte că W =— 
deci energia stării staţionare a celei de n-a 


-2 W, şi 
orbite este 


e E apa E 


(Areg) n èh? 


Energia 


stării staționare apare negativă, deoarece se 
consideră că două sarcini aflate la infinit una de alta au 


energia potenţială egală cu zero. Pe măsură ce electronul 
S4 


po pie de nucleu, sistemul nucleu-electron îsi variază, 
emiţind radiații. Energia potenţială devine mai 
mică decit zero, în timp ce energia cinetică creşte. Cres- 
terea energiei cinetice este însă mai lentă decit scăderea, 


energiei potențiale, lootis pentru care energia stării sta- 
țioare este negativă. 


Valoarea negativă a energiei stării 


staționare arată că la formarea atomului respectiv, ener- 
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gia sa internă scade, formarea fiind însoţită de degajare de 
energie. 

Starea staţionară pentru care n = 1 se numeşte stire 
damentală şi este starea cea mai stabilă a sistemului. 
Acestei stări îi corespunde energia 


fu 


în timp ce celelalte stări au energiile W, = n? W}. 

Conform postulatului al doilea a lui Bohr, trecvba ţa 
luminii emise de atom, la saltul electronului de pe orbita 
Na pe orbita n, este dată de relaţia 


Rau 


(6.11) 


unde Ry este constanta lui Rydberg. În toate cazurile 


pe cale teoretică 


lin 
tă Ql 


s-a găsit o valoare foarte apropiată de aceea, rezulta 
măsurători spectros cai ASA Aceste două fapte, regăsirea 
pe cale teoretică a formulei empirice a lui Balmer şi cal- 
cularea constantei lui Rydberg, a reprezentat un mare 
succes al teoriei lui Bohr. 

Teoria lui Bohr a dat un sens fizie clar liniilor spec- 
trale, explicînd mecanismul emisiei și absorbției luminii 
de către atomi. Liniile spectrale reprezintă radiaţii mono- 
cromatice care apar ca rezultat al trecerii atomului. din- 
tr-o stare excitată oarecare într-o altă stare mai: puţin 
Aşa de exemplu, în partea vizibilă a spectrului 


execitată. 


hidrogenului, există un număr de linii ce formează seria, 
Balmer, dintre care patru sint mai intense : linia roşie 
(HI), linia verde-albastru (Hg), şi două linii violete (Hy, 


|. Feat de la această interpretare, formula (6.11) suge- 

ză faptul că în afara de seria Balmer, pentru care n, = 
A Vai există și alte serii spectrale, caracterizate fiecare 
prin intervalul de frecvenţă în care se află, corespunzind 
lui ni = 1, nn = 3, m 4, m = 5 ete. 

Aceste serii au fost vip de Lyman în domeniul 
ultraviolet al spectrului hidrogenului și Paschen, Bracket 
și Pfund în intraroşu, relaţia (6.11) fiind valabilă și pentru 
aceste serii, motiv pentru care se numeşte formula gene- 
ralizată a lui Balmer. 

În această formulă numărul si caracterizează seria 
spectrală, iar n, caracterizează linia spectrală. De ase- 
menea, se obișnuieşte ca termenul 1/n} să se numească 
termen fundamental, acesta păstrind o valoare constantă 
unei serii spectrale, iar terpenyi 1/n2 — termen 


pi 
axiind de la o linie la alta, în cadrul aceleiaşi 


E o 


în aa este reprezentat așa-numitul model 
alui de hidrogen şi mecanismul de emisie 


al iferitelor serii spectrale. În mod curent stările 
sta oa are. se notează cu literele E, L, M, N, 0, P, 
ordinea depărtării de nucleu. Toate tranziţiile care se 


liniilor € 
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tac de pe stările superioare pe starea K formează, serig 


Lyman, tranziţ 


e pe starea L formează, seria Balmer etd! 
j În figura 6.13 t anziţiile electronice ale atomului db 
hidrogen sint reprezentate cu ajutorul nivelelor energetice. 
Prin nivel energetic înţelegem valoarea energiei pe care 
o posedă un atom aflat într-o anumită stare staţionară 
fiecărei stări staţionare, core spunzindu-i. o valoare unită 
şi bine determinată a energiei. În figură sint date valorile 
nivelelor energetice, numerele cuantic e şi 
corespunzătoare. 

În acord cu cele Spuse mai înainte 
nivelelor energetice sint negative. 
tronul aflat pe primul nivel energetic 
hidrogen, trebuie cheltuită 


1 numerele de undă 


AI 


energia 


3,56 ey 


ŞI reprezintă energia de ionizare a atomului 
Ace: astă valoare coincide cu cea cale ulată prin 


de hidrogen. 
alte metode. 
Teoria lui Bohr pentru atomul de ! hidrogen se aplică, 
cu unele considerente suplimentare şi atomilor hidro 
izi, adică sistemelor atomice compuse dintr-un nucleu cu 
sarcina + Ze şi un electron, de exe mplu Het, Lit+ 


geno- 


iil etc. 
Aşa, de exemplu, pentru He?, relaţia 


ù (6.11) se serie 
l Nis | 
is TEON at L 
He = 4 Fuse | == J; wie D TAS 
|42 j 


unde Rre este con sta anta 


lui Rydberg pentru 
tele experimentale : he 


arată că spe eliului 
zat este compus dintr-un număr de lir 
seria Pickering. 

Pentru punerea de acord a rezul tatelor experimel 
obţinute în cazul atomilor hidrogenoizi cu te 
trebuie să se ţină seama, printre altele, de depens 
relativistă a masei electronului de viteză, de mişe area, 
nucleului şi chiar de mișcarea sistemului nucleu-electron, 
în jurul c centrului de greut: ite comun. Tinind seama, de 
exemplu, de mişcarea nucleului din atom şi de dependent 


b 


ntale 
eoria lui Bake 
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Lonstantei lui Rydberg de masa nucleului, a fost posibilă 
descoperirea izotopului hidrogenului, numit deuteriu. 

în sfirsit, fără a micşora pasul important făcut, tre- 
buie să arătăm că teoria lui Bohr are o serie de limite şi 
de contradicții de nerezolvat în cadrul acestei teorii. Așa, 
de exemplu, Bohr a folosit modelul planetar al atomului 
fără să explice de ce electronul nu emite radiaţii în mişcarea, 
sa pe orbită, conform teoriei electromagnetice clasice, a 
Tai Lorentz. De asemenea, nu există nici un fel de bază 
teoretică care să permită supra Duneteă condiţiei cuantice 
peste modelul clasic al atomului. 
Toate aceste fapte conduc la ideea că teoria lui Bohr 
este nici consecvent clasică și nici aura vent cug intieă, 
i pătrunsă de o contradicție internă chiar în ce priveşte 
bazele ei. Această tonchikie l-a de Sternik yb pe fizicianul 
W. &. Bra să afirme în elumă că „în teoria lui Bohr, 
dur dea, miercurea şi vinerea se folosesc legile mecanicii 

e, ial narţea, joia şi simbăta se folosesc legile euan- 


Foate aceste imperfecțiuni Şi cepe e e A pusca lui 
constituit punctul de plec ar 

i modele ale atomului, care să ar propie mai ee 
le faptele observate experimen ja 


atomic al lui Sommerfeld 


Hr opice 

spectrul 
complexă, 
Aşa, dă 


înt linii simp 

fo te dintr-o serie 
u, Michelson şi ] 
ului este ARTE a 


pari) 


die ție cu 
tro nului, 
de o sin- 


mpatibilă 


“zute de 
că considere y 
i orbite eliptice. 

ice care 


ta At 


de orbita 


conformă « 
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arată că traiectoria corpului care se misc 
unei torţe centrale este de fa pt o elipsă, 
fiind un caz particular. 

Noul model al atomului, propus de Sommertel 
că electronul se învîrte în jurul nucleului 
tică care are nucleul în unul din toc 


ă sub influenţa, 
orbita circulară 


d, admite 
pe o orbită elip- 
are (fig. 6.14). Pentru 


definirea mişcării electronului pe o elipsă sînt necesare 
două coordonate generalizate : unghiul polar o si raza 
vectoare r, cărora le corespund două condiţii cuantice, 


unde n şi n, sint numărul cuantic azimutal, 
radial, iar p, şi p, sînt impulsurile generalizate 
mentele cinetice corespunzătoare. 

Ca și în cazul cuantificării circulare, p, si p, se 
mină din relaţiile per ei, 


OWN ow, 
i sai ŞI i P= 20 ch | 
07 


Po Ia: 
do 
unde g = 


9do/0t, iar r = Or/0t. 


Pentru examinarea energiei cinetice, se observă că 
x =r cosp şi y =r sine 
şi deci 
Pe RTT + ie p2 p2 o2, 


În trugi t 


rezultă, 


Pe = mto, iar p, = mr. 


180 


Cele două condiţii cuantice se vor serie astfel 


i D = Mhs 
(6.12) 
r 
P mr dr Rh 
J 
Din 
27 
h 
MOT dp = Nyh SAU Py = MOT = hp 
A 5) 


care coincide cu condiţia (6.5) a lui Bohr de la cnanti- 
fie y 


rea pe un cerc, cu specificarea că ne coincide ca sens 
cu numărul n din conditia amintită. 


LEA Lb 
Studiul celei de a doua din condiţiile de cuantificare, de 
mai sus, dă pentru starea staţionară energia 


PV = — 


idențică cu relaţia (6.10) din teoria lui Bohr, cu 


carea că aici 


2 
J 
gr 
A 

i 
= 
i 


w = Na 


+ nr 


unde n-se numeşte număr cuantic principal. 

Folosind aceste date, să determinăm care sint orbitele 
posibile ale electronului, corespunzătoare unui anumit 
număr cuantice principal n. Pentru aceasta să observăm că 


no intră în compunerea lui n ca termen. Valoarea n, = 0 


nu este posibilă, întrucît din (6.12) ar rezulta ọ = 0 sau 
sau o = const, adică mişcarea electronului s-ar face pe o 
dreaptă care trece prin nucleu, caz exclus de teoria lui 
Bohr. Valoarea n, = 0 este posibilă, întrucit aceasta 
înseamnă i = 0, deci r — const, ceea ce corespunde miş- 
cării electronului pe un cerc. 

Fie, de exemplu, n = 3. Pot exista următoarele trei 
combinaţii de valori pentru perechile de numere ne şi n, : 
n, = 0 corespunde mişcării pe un cerc; 

nao = 2; n, = Şi ng = l; n, = 2 corespund mişcărilor 
pe două elipse avind aceeaşi semiaxă mare, dar excentrici- 
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tăți diferite (fig. 6.15). Se observă că spre deosebire de 
teoria lui Bohr, unde unui număr cu antic îi orb made p 
orbită circulară, în teoria lui Sommerfeld, ir Ti păi 
cuantie principal n îi corespund n orbite, dintre Mi aai 
este un cere si n—i sint elipse. iai | 


h Din relația pentru energia stării staționare, se constată 
3 aCceas j- sN 3 x ph 
că această energie depinde de numărul cuantic pri incă n 


A i 
E Foarere mui număr cuantice principal n îi corespund 7 


Starı cu aceeași energie, 0 ase 
e 


menea situaţie se num 
tuat e n neite 
j : e, iar stările (orbitele) respective se numesc 
srh id Cd neraie.Stările degenerate corespunzin | aceleaşi ener- 
a i = Ad C VAN 
a € “ară între e ele prin numărul cuantic azimutal n 
n spectroscopie ioloseşte în loc de ne, număr 
finale secun dar, definit de relaţia 1 = n, — 1 ult: i 
că li valorile d is 031323 A n—] valoare I 
. [i .4 f $; a 4 
ai E NTARE AN 
recular = 0 este ilii orbită clipt ică 
„ de aser „ean = heh h h 
dintr- un at tom care 
iar electro 
jeur In £ 


aceeaşi 
ii de pe 
g fel. 
de. elec- 
respective. 


i 
un dar 


n = 
Pa 
AA et C. 


1 litere as 


182 


Folosind aceste notații, un nivel energetic se notează 


r-un număr care are în dreapta o literă: numărul 
pal, iar litera reprezintă 
ă 


pri 
reprezintă numărul cuantic princi] 
numărul cuantic sec a De exemplu, 15 înseamnă c 
n = 1 (pătura K) şi l = 0; pentru st atul L pot exista 2s și 
2p corespunzătoare Mi Au AS A A 0 
Miscarea electronului pe o elipsă este o mişe 
iar pentru descrierea sa sint suficiente cele două ist 7 ate 
generalizate r şi o. Sub acțiunea unor cîmpuri omogene 
exterioare, de exemplu, un cîmp magnetic omogen exterior, 
mişcarea devine mai complicată, iar orbita eliptică are 
o mişcare de precesie. În acest caz pentru caracterizarea 
mişcării sînt necesare trei coordonate generalizate şi întru 
cit cîmpul potenţial al elec tronului este un cîmp sferic cen- 
tral, cele trei coordonate pot fi chiar c oordonatele polare 
sferice: raza veetoare r, latitudinea 0 şi longitudinea b. 
Între coordonatele carteziene ale unui punct P (2, ? 
coordonatele r, 9 si 4, există relațiile (fig. 6.16 


re plană, 


z = r sin 0 cos W, y = rsin sin, 2 = 
Presupunem cimpul exterior perturbator de mită inten- 
hi ceea ce determină ca orbita electronului să rămină 
sia lipsă, care face un unghi % cu planul ec a (fig. 6.17). 
e OH direcţia cimpului magnetic exterior, care repre ezintă 
o tor privilegiată, OM normala la bib perturbată, 


AB, iar e — azimutul măsurat în planul acestei orbite. 
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mutului e este o mărime cuantificată. astfel că 
h 


Dacă se introduc notaţiile din mecanica cuantică, p 


i utenz 
scrie 


h 7 

i j } 

Pi > M Au pr = y IF ATRE E (e Mite 
a A 


unde? este numărul cuantic sec undar, iar p, este m 
cinetie orbital, datorat mişcării elec tronului 
eliptică, în jurul nucleului. 
Corespunzător celor trei coordonate 
a trei condiţii de cuantificare 


omentul 
pe orbita 


*anarali bai 
generalizate, vor 


cari 
ep 


| ; 
QP Ur = nA 


$ Po dO = nah, (6.14) 


J 
ENY, i s 
O Py dU = nyh , 


unde p, este impulsul generalizat. corespunzător azimutu 
lui y, zl în pla 


pla nul ecuatorial, iar pe este impulsu 
neralizat corespunză itor coordonatei 6. Valorile momen- 
telor Pr, Po Și py se calculează 
o elipsă pl 
sfe 


A v ca în cazul cuantiticării 
plană, adică scriind energia cinetică în coordonat 
după care se aplică relaţia, 


Întrucât în timpul mi t 


Po = const, iar 4 este o coor- 
donată ciclică, ultima din condi ițiile de cuantificare (6.14) 
se scrie ai 


( } 
= Å | AEWENE j F Lg a () 
Py yo = an Py = nyh, adică Py = Ny- 
9 
J aT 


pei 
[s0] 
ea 


te că valoarea momentului cinetic corespunzător azi- 


ae 


Aşadar, proiecția momentului cinetic orbital pe direcţia 
imp 


alui are valori cuantificate, ceea ce inseamnă că 
t în spațiu a orbitelor electronului nu se face la 


> 


e. Într-adevăr, din fisura 6.17 rezultă 


h 
pi 3 
p 27 TA 
COS a = az Ab IRSE SE E 
D. 4 1) y 
Po ni p 
E) PE 
AU 
wa = hp 003 a. 
i] p 
n 
Numărul cuantic ny , care defineste mărimea proiecției 


masnetie 


momentului cinetice pe direcţia ci ue 
rior şi poziţia suprafeţei orbitei staţionare în s spaţiu, se 
numeşte număr cuantic magnetic şi se Kataa cu m. Îi 

ducind numărul cuantic secundar 7, în locul lui ny, 


ceea ce tă că sub influența cimpului magnetic extern 
sint permise numai acele orbite care fac un unghi e cu 
planul ecuatorial, astfel încit cos a este egal cu raportul 
a două numere întregi 

Deoarece |cos «| < 1, rezultă, valorile posibile ale 
iui m pentru un 1 dat, sint cuprinse în intervalul 


— | m< +t 
m=0; 13; 232; . 3 HL 


adică pentru o valoare dată a lui 7, 
netic ia 2l 4- 1 valori diferite. 


numărul cuantice mas- 


De asemenea, deoarece fiecărei valori a lui n îi cores- 
punde o:orientare a orbitei electro! nice in spațiu, rezultă 
cà elipsa cu un | dat va putea avea 21 + 1 orientări fată de 
orbita ecuatorială. În acelaşi timp, momentul cinetic Py 
sau Pi , fiind perpendicular pe planul orbitei, se dispune si 


el! amai în 2l + 1 poziții diferite, faţă de direcția cîmpu- 


lui rai pile exterior, 

În figura 6.18 sint arătate orientările posibile al 
momentului cinetic orbital în raport cu direcţia cimpului 
magnetic exterior, pentru. l= 1; 2; 3. Dacă 1=1, 
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* A Rae TAN a T A £ TRE AREA A 
p= ll —,iar m = —1; 0; + 1, fiind admise trei orientări 
27) 
posibile pentru p,, din care una este pe direcţia cimpului,, 
alta în sens contrar acestuia și a treia face un unghi de 90° 
i EANAN situ i i hN 
cu primele două direcţii. Dacă l = 2, p, = 2 — gi m= 
şi ii Dop 
= — 2; —1; 0; + 1; +2, deci sint admise cinci orien- 


tări pentru pı, dacă l= 3 sint admise şapte orientări 
pentru p, etc. 

De remarcat cù p, fiind un vector perpe ndicular pe 
planul orbitei, rezultă că si [, fiind coliniar cu P, este un 
vector perpendicular pe planul aceleiaşi orbite, iar proiecția 
sa pe direcţia cimpului dă valoarea numărului cuantice 
magnetic. Datorită, mişcării de precesie a orbitei, atit p, 
cît si T vor descrie o mişcare de precesie, o dată cu elipsa, 
în jurul cîmpului exterior (fig. 6.19). Şi, întrucît numărul 
cuantice magnetic depinde de l, se notează de obicei cu Muis 


"d 
şi = 
4 H | + 3 
i a E Y brn 
im ZA i 
iy gs 
— 9 pm > 9 
E 
wi aasi i 
i / 
74 
<- NIU aie 
Kuara 
n= | e= Maz 
Fig. 6.18. 


numit număr cuantic magnetic orbital şi este egal cu pro- 
iecția lui 7 pe direcţia cîmpului. ' 
Conform teoriei sėmicuantice a lui Bohr, miscarea 
electronului pe elipsă este echivalentă cu un curent elec- 
tric: i = e/T = ev, unde e este sarcina, iar 7 și v sint pe- 


rioada, respectiv frecvența de rotație a electronului. Exis- 


tenta acestui curent electrice determină proprietăți mag- 


netice ale atomului, caracterizate prin momentul magnetic 


orbital, 


adică egal cu produsul dintre intensitatea curentului ele 


tric, creat de sarcina e în mişca re, și aria limitată de circui- 
tul respectiv 

Considerind, pentru simplitate, că electronul s 
„pe o orbită circulară (rezultatul fiind sera, Den br 
bită eliptică), se poate scrie 


C. j 
pis 0 zi AT A a 
EÈ aa 
si deci 
ewr? 
E E, Ae 8 ga 
5] 


Să transformăm 


a unghiulară a electro 


această, relație, ţinind seama de condiţia cuantică a lui 
Bohr, 
Po Sr Mg Vy = Mo SS 
Di 
Inlocuind v = o r, se obţine mg or = m, o r? şi deci 
Mp O 7 Ataro 


unde am înlocuit pe n, cu numărul cuantic secundar l. 
Se obține pentru u expresia 


este un 


că momentul magnetic al 
ee al mărimii 


Mărimea u, se numeste moment magnetice elementar sau 
snagnetonul Procopiu-Bohr, a cărui valoare este 


, = 0,927.10-23 Joule.m?/Web. 
Momentul maenetic 
W ETIEN, EETA VAM PI V-A e V-A E PUN Ja a + 


datorat mișcării electronului pe orbită, poartă numele de 
moment me „genetic orbital. 
ezenţa cimpului magnetice are o deosebită influenţă, 
asupra spectrului. Perturbind orbitele eliptice din atom, 


fiecare stare ce avea energia W, în prezenţa cîmpului are 
energia W -- AW, energia suplimentară AW ducind la 


către Stark. 

Deși teoria orbitelor eliptice a lui Sommerfeld a prezis 
aceleaşi serii spectrale ca și teoria lui Bohr, explicină 
într-un anumit fel complexitatea liniilor spectrale, această 
explicaţie nu este satisfăcătoare și nu concordă cu expe- 
riența, atunci cînd spectrele erau obţinute cu aparate 
spectrale de foarte bună rezoluţie. 

hezolvarea problemei a fost dată tot de către Som- 
merteld, graţie mecanicii relativiste, tinind seama că în 
mişcarea sa, în cîmpul coulombian ‘al nucleului, viteza 
electronului variază substanţial în diferitele puncte 
elipsei. 

Într-adevăr, în mişcarea pe elipsă, electronul se apropie 
yu se depărtează de nucleu, viteza sa variind în mod e 
stant: este maximă la periheliu și minimă la afeliu. A 
în vedere că teoria relativităţii restrinse consideră, că 
corpului nu este o mărime absolută, ci variază cu v 
contorm relaţiei 


g 


mo = Mg | | L= 3 
C+ 


unde me este masa de repaus a corpului, iar ¢ — viteza. 
luminii în vid, rezultă că și masa electronului va varia o 
dată cu viteza. 

În această situaţie, Sommerfeld a arătat că, are loc o 
deplasare continuă a periheliului, ceea ce corespunde unei 
rotații continue a orbitei eliptice. Aceasta înseamnă că în 
atomul lui Sommerfeld, electronul nu parcurge do 
simplă elipsă, ci o orbită infinit mai complicată, de 
unei rozete, obținută în urma mişcării de precesie a 
în jurul focarului, cu o viteză unghiulară constat 

fis. 6.20). 


Caleulind energia stării staţionare, corespunzătoare 
unei pături de electroni, Sommerfeld găseşte o relaţie de 
forma 


unde &(n, l) este un termen de corecție, rezultat ca urmare | 
variației masei electronului în mişcarea pe elipsă. Se 
observă că energia W a stării stationare depinde atit de 
numărul cuantic principal 7, cît şi de numărul cuantic 
secundar l, ceea ce înseamnă că pentru o valoare a lui N, 
corespund mai multe valori distincte ale lui W, cores- 
punzătoare diferitelor valori pe care le poate lua 7. 

In acest fel, influența termenului 3(n, l) constă în 
despicarea fiecărui nivel energetic din teoria lui Bohr, în 
citeva nivele, apropiate între ele, numărul lor fiind egal 
cu cel al valorilor pe care le poate lua numărul cuantice 
secundar 7. | 

Mai exact, conform modelului relativist de atom al lui 
Sommerfeld rezultă că fiecare linie spectrală din teoria lui 
Bohr reprezintă de fapt un sistem de linii fine care cores- 
pund trecerilor de pe nivelele stărilor superioare, caracte- 
Tizăte prin n = m, S UE G I gaT ha -1, pe nivelele 
inferioare, caracterizate prin n = Ri RA Lon LA a 

ni t; unde ng > ni. 

In figura 6.21 se face o comparație a modului de emisie 
al liniilor spectrale în teoria lui Bohr (a) și teoria lui Som- | 
merfeld (b). Se observă că liniei roşii H, din teoria lui 
Bohr îi corespund 6 linii în teoria lui Sommerfeld şi 
„ceasta, întrucît nivelul n = 3 cuprinde subnivelele 3s. 
3p Și 3d, iar nivelul n = 2 cuprinde subnivelele 2s şi 2p.. 


a b 


Trebuie să remarcăm că folosirea unor spectrografe 
cu mare putere de rezoluție pentru studierea spectrelor de 
emisie, deşi a arătat că structura fină este un fapt real, 
numărul liniilor observate experimental este mai mie decit 


cel dat de teoria lui Sommerfeld. De exemplu, pentru 
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linia H, teoria: arată cà ea ar trebui să aibă sase 
componente, în timp ce e aspirinin nu verifică acest rezul 
tat, ceea ce înseamnă că nu toate tranzițiile electronice 
sînt posibile în practică 

Pentru a apropia rezultatele teoretice de cele experi- 
mentale, Rubinoviez introduce atol de selecţie, ) 

căreia sînt posibile numai acele tranziții pentru care Al = 
= + 1. În acest fel, fiecare linie din seria Balmer este 
formată din trei componente, în timp ce liniile seriei Lyman 
sînt linii unice. 

Deşi mai generală decit teoria lui Bohr, teoria lui 
Sommerfeld are şi ea o serie de limite. Asa, de exemplu, 
teoria lui Sommerfeld combinată cu regula de selecţie a 
lui Rubinovicz prezice trei componente pentru linia H, a 
hidrogenului, în timp ce în practică se observă patru com- 
ponente. Apoi, teoria nu poate explica spectrele atomilor 
metalelor alcaline şi comportarea atomului în cimp mag- 
netic, precum şi variaţia intensității liniilor spectrale în 
spectrele de emisie. Teoria nu a putut da o explicaţie com- 
pletă nici măcar pentru cel mai simplu atom după hidro- 
gen — atomul de heliu, care are doi electroni în învelișul 
electronic. 

Pentru rezolvarea cel puţin parţială a acestor probleme 
a fost necesară introducerea altor numere cuantice, care 
să reflecte proprietăţile atomului şi a componentelor 
sale. 


6.1.5. 


Studiul structurii fine a liniilor spectrale în citeva 
cazuri a arătat că ipoteza orbitelor eliptice a lui Sommerfeld 
nu furnizează o explicaţie adecvată. În particular, liniile 
de dubleţi din spectrele metalelor alcaline (de exemplu, 
binecunoscutele linii D ale sodiului cu lungimile de undă 
de 5890 A şi 5896 A), liniile de tripleţi din spectrele meta- 
lelor alcalino-pămiîntoase și liniile de multipleţi ale spec- 
trelor atomilor cu mai mulţi electroni pe ultima pătură 
nu au. putut fi explicate cu vechile teorii. De asemenea, 
experienţa, arată că momentele magnetice ale unor atomi 
nu sint multipli întregi ai magnetonului Procopiu-Bohr. 

În 1925, Goudsmit şi Uhlenbeck, folosind o sugestie 
a lui Pauli, au postul: ut că electronul, în afară de mişcarea 
orbitală pe elipsă, în jurul nucleului, prezintă şi o mişcare 
în jurul axei proprii. Situaţia este analoagă cu a Pămin- 
tului sau a altor planete care se rotesc atit în jurul Soa- 


Modelul vectorial al atomului 
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relui (mişcarea anuală), cît și în jurul propriilor axe (miş- 
care diurnă). Noua mișcare de rotaţie a fost denumită 
spin, care în limba engleză înseamnă rotire şi ea s-a do- 
vedit ră ăspunzătoare pentru dublarea nivelelor energetice. 
La tel ca și mişcarea orbitală a electronului, care a 
introdus un moment cinetic orbital, 


Wed Ela i 
pte ya +1) A 


mişcarea de spin introduce și ea un moment cinetic pro- 
pru, numit spin, care in conceptia mecanicii ondulatorii 


este (v. 6.1.6) 


şi un moment magnetic propriu, 


unde s reprezintă numărul cuantic de spin 2. 
fiare ina raporturile pentru cele donă miscări ale 
electronului, rezultă 


adică raportul u/p pentru miscarea de spin este dublu faţă 
de același raport ce corespunde mișcării orbitale. 

Ca şi momentul cinetic orbital, care faţă de o direcţie 
privilegiată, de exemplu, un cimp magnetic extern, ia 


2l + 1 orientări, şi momentul cinetice propriu va lua 2 s4 1 

1 Este momentul să arătăm că după postularea celor patru numere cuan- 

ce (n, l, m, s) au fost făcute încercări de a explica științific iezi ac 
proprietăţilor elementêlor în sistemul periodic. Bohr enunță primul ideea 


în 1921, că periodicitatea proprietăţilor elementelor se datorează aranjării 


electronilor într-un anumit fel în straturi, în jurul nucleului. 

Un pas important în explicarea modului de aranjare a electronilor 
pături este făcui de Pauli, care enunţă următorul principiu, numit prin- 
cipiul de excluziune a lui Pauli : într-un atom nu pot exista doi electroni 
care să aibă aceleași numere cuantice, Deci, după acest principiu, fiecare 
din electronii unui atom se vor deosebi prin cel putin unul dintre cele patru 
jere cuantice. i 
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orientări. Întrucit toţi termenii spectrali ai sodiului, cu 
excepţia termenilor s( = 0), sint dubli, inseamnă, că mo- 
mentul cinetic propriu are de fapt numai două orientări 
şi deci 28 + 1 = 2, adică s = 1/2 (în unităţi h/2). 
Aşa cum momentul cinetic orbital poate fi caracterizat 
prin vectorul Į, tot astfel, momentul cinetic propriu (de 
spin) poate fi caracterizat prin vectorul s. Proiectind mo- 
mentul cinetic propriu după o direcție privilegiată, de 
exemplu, cîmpul magnetic cr at de deplasarea electro- 
nilor pe orbitele din jurul nucleului, vectorul s poate ax ea 
două orientări: una paralelă si alta antiparalelă cu di- 
recţia dată. Aceste două proiecții, cuantiticate și ele, sint; 
caracterizate de numărul cuantic magnetice de spin Ms, 
care poate lua valorile + 1 2. A 

Aşadar, cele două proiecții ale momentului cinetic 
propriu pe direcția privilegiată, au valorile 


LAR 3 Ling 
4 A. A = IDG A 
Diy Ea d 2 2y 


Faptul că există un moment cinetic orbital și un moment 
cinetic propriu, cărora le corespund numerele cuantice Ai S, 
precum și vectorii 7 şi 5,se pune problema compunerii celor 
două mişcări: orbitală şi de Spin. ii 

Presupunem, mai întîi, cazul relat iv simplu, al atomului 
cu un singur electron. Întrucit trebuie să compunem doi 
vectori, rezultatul va fi tot un vector, 


Fi - i cinetic orbits 
unde j este vectorul momentului cinetic orbital, 


p= VFD, 


j fiind numărul cuantic intern. FRN TAA KAU ENSS 

` Deoarece 3 poate avea două orientări fată de T, una 
i ă zultă că pentru u at 

paralelă și alta antiparalelă, rezultă că pentru un l dat, 


j poate avea valorile A 
1 PANE l £ 
Sf Mr AN E ara pi 


deci, pentru fiecare valoare a lui l, corespund două valori 
pentru j. i Í ER AS 

În cazul atomului cu doi sau mai mulţi electroni, 
problema obţinerii momentului cinetic total este ceva mai 
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complicată şi se face folosind așa-numitul model vectorial 
al atomului, ale cărui elemente sînt cunoscute sub formă de 
vectori. Pentru simplitate, vom considera cazul elemente- 
lor care au în subpătura exterioară, doi electroni, cum sînt 
de exemplu, He I, Li, Be III care au numai doi electroni 
în afara. nucleului, precum şi elementele ale: lino-pămâîn - 
toase și Zn, Cd, He ete. Starea atomilor acestor elemente 
este determinată numai de cei doi electroni periferici, 
numiți şi electroni de valență. Electronii de alenţă au un 
rol activ în producerea spectrelor de emisie ale atomilor 
excitaţi. Ceilalţi electroni ai atomului cu doi electroni 
de valență formează pături închise, pentru « 
rezultante sînt nule. 

Fie unul dintre cei doi electroni aliaţi pe o orbită pentru 
care numărul cuantic intern este h, iar numărul cuanţie 
de spin s,. Celălalt electron 
numerele cuantice l, şi sa. 

Pentru aflarea momentului cinetic total, se poate 
proceda în două moduri. Dacă interactiunea dintre Spin” 
și orbită” nu este atât de puternică, se însumează separat 
momentele cinetice orbitale, separat momentele cinetice de 
spin ale fiecărui electron, iar momentul cinetice total se 
obține prin însumarea celor două momente cinetice, orbital 
și de spin. Acest mod de compunere se aplică atomilor nu 
prea grei şi se numeşte cuplaj normal, cuplaj LS san cu plaj 
hussell-Saunders. 

Dacă T, şi T, sint vectorii momentelor orbitale, cores- 
punzători celor doi electroni, atunci vectorul momentului 
cinetic orbital al sistemului, va fi 


du pt Ta 


are momentele 


are, in mod corespunzător, 


iar momentul cinetic orbital rezultant, 
p, # VHE L) 


In acelaşi timp, dacă 3, şi S, sint vectorii momentelor 
cinetice de spin ai celor doi electroni. vectorul momentului 
cinetic de spin total va fi 


5 E Se 


1 > 


iar momentul cinetic de spin rezulta nt, 


ps = VAS FI) A 


Te 


11c 


Momentul cinetie total al sistemului este dat de suma 
geometrică a rezultantei momentului orbital P, Și a rezul- 
tantei momentului propriu ps al sistemului, 

> Pra Pisa 

Momentele rezultante Pr și ps formează între ele un- 

ghiuri pentru care momentul cinetic total ia valorile 


pa = VIT FI 


să vedem care sînt valorile pe care le poate lua J. Pentru 
aceasta, să observăm că dacă atomul este neexcitat, cei 
doi electroni optici se află în starea $, pentru care h 0. 
Dacă atomul este excitat, cei doi electroni se pot afla in 
starea p sau într-o stare superioară, pentru care W are o 
valoare finită. 

De asemenea, să observăm că vectorii T; şi To nu pot avea 
orice fel de orientări între ei. Ei trebuie să fie orientaţi 
astfel încît vectorul L să aibă modulul egal cu un număr 
întreg. În același timp, deoarece 5, şi S, neputind fi decit 
paraleli sau antiparaleli între ei, rezultă că S = 0 cînd 
spinii celor doi electroni sînt antiparale li şi S —1, cînd spinii 
sînt paraleli. Deci, valoarea lui X poate fi zero sau unu. 

Ca prim exemplu, să considerăm }, = 1 și l, = 0, deci 
L — 1. Prin urmare, prin adunare vectorială, deoarece 
J= L-49, cind L= 1 și Ş =|0, se obtine J 1, ceea 
corespunde unui nivel de singlet pe ntru atomul respectiv, 
fapt notat cu 1P,. 

În cazul în care L = 1 şi S$ = 
diferite care dau pentru J valorile 2, 1 sau 0 (fig. 6.22) 


ce 


1 pot exista trei situaţii 


era Cot l=1 L=1 S=1 
iN sui J=0 
3 A “p 
3 N a IC, 
Fig. 6.22 
t94 ? 


care i Y trei nivele energetice diferite, deci un triplet pe 
care Îl vom note A EAD e pie i căt: î 
pia a u i Me Pis v Po, indicele din stinga 
sus ară TPI icitatea In ari (singlet, triplet) 
iar indicele din dreapta Jos, ar: í an ă i 
R arată valoarea numărului 
TAVAL alo: numărului 
Să considerăm acum, că al treilea exemplu, situaţia, 
l, = 1. Veetorul momentului cinetic orbital 
ind Z = li + la, poatelua valorile 0, 1'sau 2 (fig. 6.23 a), 
jar stările corespunzătoare sînt S, P sau D. Fie mai înt ii 
S —0. Rezultă pentru L = 2 si § = 0! 


ulică se ob tine singletul 1D;. Pentru L 2 g lit va- 


2 Şi 


loarea lui J se obţine din suma vector ială ÎȘI 


Yir y 6 
? 1 in ie ura 0. pu b se observă că ER poate lua valorile 
să à 
2 Rau 3, exist tind deci tripleţii "Pi; pii D. Tranziţii le 


dintre ii ele au loc astf 
e astfel încît sint; respecta a ` 
e A PR Į te regulile de 


A lg 24 P 1 1 
——e e 4 i 1 
RF zahi 2 j 
L =0 
pi 
S p D 
+ 3 a 2 
—— Sa a s r A — — 
L NA 
Ni DI RE san 
Jag tin: 089 d 3 
3 
3 3 3 


Fig. 6.23. 


Atomilor cu un număr de electroni de valență mai mare 
deci atomi mai grei, pentru care interacţiunea Spin” i 
„orbită este foarte puternică, li se aplic să, cuplajul JJ. 
În cazul acestui tip de cuplaj, se însumează mai întîi 
separat, momentul orbital cu cel de spin pentru fiec: are 
electron și apoi se însumează rezultatele, obținindu -se 
momentul cinetic total. Toate aceste rezultate au o impor- 

"ţă deosebită în spectroscopie, la inter pretarea nivelelor 
energetice posibile ale atomilor, la sistematizarea unor 
elemente şi combinaţii ale acestora ete. 
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6.1.6. Modelul ondulatoriu al atomului 


Asa cun s-a arătat mai înainte, atit teoria i Ed cit 
şi completările aduse ulterior de Sommerfeld, au o serie 
de impertecţiuni, neputind explica toate faptele experi- 
mentale, observate la nivelul atomului, ceea ce au déter 
minat noi încercări de a pune de acord teoria cu experienţa. 

Însuşi Bohr considera că teoria, sa cuantică nu trebuie 
considerată ca o teorie definitivă. Realitatea era că multe 
fapte experimentale acumulate nu găseau un fundament 
ştiinţifice în vechile teorii. Acest lucru a necesitat revizui- 
rea critică a bazelor teoriei cuantice vechi şi în general, 
a concepţiilor despre natura particulelor elementare. 

Bazele noii teorii au fost formulate aproape în același 
timp, între anii 1923 — 1927, de către de Broglie și Sehrö- 
dinger. (mecanica cuantică ondulatorie) si Heisenbere 
(x necanica cuantică matriceală). Deşi punctele de plecare 

ale celor două teorii sînt diferite, rezultatele la care ajung 
sint aceleasi. 

În cele ce urmează, vom trata pe scurt principiile 
mecanicii ondulatorii precum și noul model de atom con- 
struit pe baza acestei teorii. 

În teoria corpusculară a luminii, fundamentată ştiin- 
tific de Einstein, se considera că fiecare foton are ener- 
gia W = me’? și impulsul p =mce, unde e este viteza luminii 
în vid, iar m este masa de miscare a fotonului. De ase 
menea, fiecărui foton îi este ataşată o undă avind lun- 

a 


gimea de undă à cju. Cunoseind din teoria cuantelor că 
energia fotonului se mai poate scrie, W= hv, rezultă că 
W hy 
T) me å 
i C E 


unde k este constanta lui Planck. 
Se constată că unda luminoasă are lungimea de undă 
h 
me 
relaţie care rezolvă complet: contradictia dintre teoria 
corpusculară. şi teoria ondulatorie a luminii, scoţind î 
evidenţă dublul caracter, de eorpuscul și de undă a lu 
minii, 
Cunoseind că lumina, care este o undă eleetromagne- 
ticà, are şi o natură corpusculară, în 1924 Louis de Bro- 


glie, îşi pune problema dacă nu este posibil ca și substanţa, 


Ne 13 x 
e ling: £ a CAFF Pr spui Tri i 
J a natura corpusculară, să posede și 


ondulatorii. aa 


4 Admit tnd 1pote Zæ CA subst: ante b are un caracler dual, 
ia | B ge e 
a cor pi 186 ul si de undă, de roglie neralize; AZ ă Te lațiil 
< Ar 


de al Sus 3 
p TON SUS gi găse ste că unda asociată unei particule de 
ubsianță, are lungimea de undă, 


l h h 
a aN (6.15) 
MO p eise 
unde m este masa. iar v 
l n “te masa, iar o — viteza particulei. De observat 


că unda asociată ); 
i yii rticulelo > Ș 
e rusa ou „Pi or de substanță, numită Și 
A 6, nu este de natură electroni: gnetică, si 
leci nu trebuie confundată cu aceasta j 
în 
In 


nA poncepti a lui de Broglie, oricărui corp de masă m 
pr. 4 pr bd na se poate asocia o undă de Bro- 
si sime de undă depinde de masa corpului 
__ Ipoteza undei asociate de Broglie a fost str: ălucit veri- 
icată de către Davisson și Germer, în 1927 prin lucrările 
lor de difracție a electronilor, Sehema aparatului ex ie 
mental folosit de ei este arătată în figura 6.94. E ap sai Ă 
emiși ian entul F sînt acceler; ați de diferenta de n 
tențial U variabilă, și trimiși spre una dintre fețele Wii 
monocristal de nichel. Intensitatea electronilor difrae tati 
ră cerci oarecare este măsurată cu ajutorul unui 
Ski: mi sira legat la un galvanometru. Cilindrul 
5 lay se poate roti cu un unghi cuprins între 0° şi 90° 

în jurul unei axe conținută în planul f feței cristalului și 
care trece prin punctul de coincidență bibi 


Ex er AY a ape gt pony 
eriențele au arătat că pentru Helari vila 


accelerare U axi i 
e re VU, maximul intensit: äții electronilor dif luzaţi, se 


obtine n 

ține pentru un anumit unghi. Cel mai intens m; Xim se 
obtine 5 | J 

oime pentru g = 94 volţi și un unghi de 50 fată de 
direcția fasciculului incident. i 


Ay in În vedara n: er rer} i 10 
Avind în vedere că energia cinetică a electronilor este 


1 
i g 
m y? el 
€) 
Și că 'lunofmea undai nenns - 
tungimea undei asociate este 3 — Almo, se obține 
4 h 
À ean 
2 Uem 


înlocuind în această relaţie constantele cunoscute, se 
găseşte că H 
6,6: 10-*/ V2 X54 x 1,6x 107x 9,1 X 107% h. 
zE 1,67 > 40310, i 2 E N A adică de același ordin 
de mărime cu lungimea de undă a radiaţiei X moi. voak 
Prin înlocuirea fasciculului de electroni EN un en ia 
s-a constatat că unghiul de difuzie era 


łe radiaţii X mol, $ i : ET 
magia egal cu cel constatat în cazul folosirii electron 


À 


nichel Orbitä nestabilå Orbità stabilă 


Monocristai de 


3 Fig. 6.25. 


Fig. 6.24. 


F i q ntivă a electr i yE 
Fenomenul reprezintă o reflexie uite a aryr 
te fi expli ă se: ite că a asociată a - 
i poate fi explicat, dacă se admite că unt Á l 
şi poate fi explicat, dr cpt tic 
pie ă, reflexii atit pe fața superioară < f l 
lui suferă reflexii atit pe ta supe oipe per eiS 
adică pe primul plan reticular, cît şi pe planele afaj 
interiorul cristalului. Apariția maximelor şi m 
intensitătii fasciculului de electroni, „1 € 
intensității fasciculu iron Mii Joni DA 
diferite. plane reticulare, poate fi înţeleasă admiţind 
electronii suferă un proces € 
adică se comportă ca nişte unde. 
Ipoteza undei asociate 
condiţiei de cuantificare a 


la, reflexia lor pe 
le reflexie prin interferenţă, 


a lui de Broglie permite găsirea 
j -, fără introducerea 
lui Bohr, fără introd A 


înlocuind electronul, în ELA 
iată sntru ca această 
carea pe orbită, cu unda sa asociată, pe ntru (€ d ca mib 
o € JA N 8] i i í í A f y i si 
undă să nu se anuleze prin interferenţă, pai vb artei 
în pă “bită stabilă, este necesar ca l spec 
să parcurgă o orbită stabilă, ste nec id mpi 
IVA să {ie o undă staționară. Conform teoriei pipa 
e ! i i acele orbite, care conp 
int stabile si rmise numai acele or : | 
sînt stabile sau permise nt a a ar T 
un număr întreg de lungimi de undă, în caz contrar, 
înt nestabile (fig. 6.25). k 
tele sînt nestabile (fig. till cl, NU 
Notind cu n numărul de lungimi de undă >, or! 


ij dr Oude 
E4 N ATRA aioi 

ă ci Ənr — na, r fiind raza orbitei. Ii 
stabilă are lungimea 27r = nà, r tiin 


postulatelor sale. Și anume, 


cui nd în această, expresie pe à din (6.15). se obţine 27r = 
nhjmo şi deci 


MOT =N- j 


adică am obținut condiția cuantică a lui Bohr (6.8), pe o 
cale mult mai logică, 

Faptul că mieroparticulele prezintă şi proprietăţi on- 
dulatorii, pentru caracterizarea lor trebuie folosite atit 
mărimi ce definesc un corpuscul (masa, impulsul), cît și 
mărimi ondulatorii (lungimea de undă, frecvența). 

În acelaşi timp, contradicţiile dintre proprietățile 
corpusculare şi cele ondulatorii ale mieroparticulelor se 
exclud reciproc. Justeţea acestei afirmații rezultă din 
compararea fenomenelor ce au loc la trecerea dintr-un 
mediu în altul, pentru lumină şi separat pentru electroni. 
Ajungind la suprafaţa de separație dintre două medii 
optic diferite, o parte din lumină, considerată ca o undă, 
se reflectă, iar alta se refractă. Dacă se face aceeaşi expe- 
rienţă cu fascicule de electroni, fiecare dintre electroni 
neputind fi divizat, pentru a-şi păstra integritatea, un 
electron va suferi fie fenomenul de reflexie. fie fenomenul 
de refracție. 

În experienţele de interferenţă a luminii monocro- 
matice, energia luminoasă primită într-un punet este 
proporţională cu pătratul amplitudinii cîmpului electric 
al undei luminoase. Din punct de vedere corpuscular, se 
poate spune că, aceeaşi energie este proporţională cu nu- 
mărul de fotoni ce ajung în punctul respectiv, ceea ce în- 
seamnă că în locurile luminoase ale franjei de interfe- 
rență vor ajunge mai multi fotoni. decit în locurile întu- 
necate. Mai mult, acest rezultat arată că probabilitatea 
ca un foton să lovească placa fotografică în locul unei franje 
luminoase este mai mare decit în locul franjei întunecate. 

O descriere, asemănătoare poate fi aplicată și pentru 
cazul difracției electronilor pe rețeaua cristalină. Proba- 
bilitatea ca un electron să lovească ún punct dat de pe 
placa, fotografică este proporţională cu pătratul ampli- 
vudinii undei de Broglie, asociată electronului. Folosind 
această idee, starea unei microparticule sau sistem de mi- 
croparticule poate fi descrisă cu ajutorul funcției complexe, 
numită funcția de undă y, al cărei modul este egal cu 


amplitudinea Y a undei de Broglie, asociată micro parti- o ecuaţie diferenti 


pentru unda asociată 


culei. culei, ţinind seama de dublul ei A mie ARPA rti- 
PLE o E E AAA cas BE POA 4 i Di ul el caracter : de undă si de 
Max Born interpretează funcţia de undă, postulind că Of puseul. d ȘI QE 

pătratul amplitudinii undei într-un punct este propor- În acest scop, să considerăm F 

a pp z =" : RA ri puf e am, p S 

tional cu probabilitatea pentru ca electronul să se afle undă plană care se propagă de-a uii LE SPOR, o 

E 3 $ A Pt ii Ac a IRI E i $ 

intr-un element de volum dV, la momentul considerat. de fază u. Notăm cu deplasare es mr 2 çu Viteza 

n ets 4 e Y Ace x, 
Reciproc, probabilitatea ca electronul să se afle la- un poziția de echilibru la momentul A agil ai atia) faţă de 
moment dat în elementul de volum dV din jurul unui care descrie această miscare mer Matia în + diferențială 
g n DCi ] lg Ie este 


anumit punet din spațiu este 


aP = Yid] DA, d ja tă 
u? gte RGI 
unde |FY|2=YFY*, este pătratul modulului amplitudinii Soldta anartan Oeke, W $ 
complexe a funcției de undă, egal cu produsul dintre Y aril „(1 ecuații este de forma unei simple functii 
și mărimea imaginar conjugată W* SĂ FR, i 
Mărimea ME AR A AL E Di 
UER PETE A) F(x, 1,2) cos =—-t 
dP A p 
— = Mp sau 
dy 
v, d) Piy A bă i 
este densitatea de probabilitat e. i eh, (2% si nene a Soni ial (6.1 7) 
Legat de interpretarea dată de Born, în cazul reflexiei unde © = 27y, v fiind frecventa, iar Y este amplitudine 
şi refracției, există o anumită probabilitate pentru ca un ngear ondulatorii. cei enan 
Flesipon dintr-un fascicul să sufere fie fenomenul de refle- „ Diterenţiind soluţia (6.17) de două ori, în raport cu 
„ fie fenomenul de refracție, timpul, se obţine ) HEAS oT 
F aptul că pătratul modulului amplitudini funcției de 924 
undă este proporţional cu variaţia probabilității de loca LA Fesp iot] = e2 
lizare a microparticulei conduce la o deosebire netă în i” j ie Raid, 
ceea, ce priveşte noţiunea de orbită, din mecanica cuantică, stfel incit ecuatia (6.16) des ine 
veche a lui Bohr şi cea din mecanica cuantică ondulatorie. w j ian 
În sensul teoriei lui Bohr, orbita reprezintă o linie bine 9“ wh ån2y?y ir? 
determinată, în timp ce în mecanica cuantică ondula 02 e N Mr rr: -d (6.18) 


torie, noţiunea de orbită este înlocuită cu aceea de nor 
electronic, unde densitatea de probabilitate de localizare 
a electronului este maximă. În conformitate cu această 
reprezentare, a fost propus un nou model al atomului 

modelul ondulatoriu, care concepe că atomul este format 


leoarece u . Folosind expresia pentr 
ui de Bidehe'h jS = hfmo, unde m este 
ar v este viteza s 


şi u nu sînt 


u à din formula 
i : Masa microparticulei 
a de misc: le-: y j i 
srj ; mișcare de-a lungul axei ~ (vitezele 
identice), ecuatia (6.18) devine 


dintr-un nucleu cu sarcină pozitivă, în jurul căruia se J2 AL: 
găseşte un nor electronic, format din electroni ce gravi- orce i pa ù (6.19) 
ONIN m 2 73 ). 13) 
tează în jurul nucleului. Ai da | A) 4 
nde 4 hore, 


Deşi de Broglie a emis primul ideea undei asociate 
microparticulei în mişcare, el nu a reuşit să construiască 
un formalism matematic, care să conţină ecuaţia de mig- 


Dacă avem în vedere că fiecare mieroj pă 


ț 3 TIC n 
energia totală rticulă ce posedă 


care a undei, aşa cum este ecuația lui Newton pentru i ] 
macroparticule. În 1926, Schrödinger formulează primul W O E E, 
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unde — mv? şi W, sint energia cinetică, respec tiv ener 
LA 


gia potenţială, se obţine 


si deci ecuaţia (6.19) se serie 


02y 2(W — Wp) 4 


ox? h? 
sau 


(6.20) 


Y exp[—iot], după împărţirea 
prin exp [— iot], ecuaţia (6.20) devine 


E 2 we —0, ani 
gr Aa 


Tinind seama că vw 


care reprezintă ecuaţia de undă a lui Schrödinger unidi- 
mensională şi independentă de timp. i Vile 

Dacă, se are în vedere faptul că o undă se propagă în 
toate direcţiile, ultima ecuaţie extinsă pentru spaţiul 
tridimensional se scrie astfel 


a oF 02Y 207 pe —0 
E M iner hodia T i 
ox? u Oy? La ðz? h2 
sau 
2M y OT EN 
yY- pe (WWE = 0, (6.22) 
unde | bn a 
sein. Ea. AE a PRE, 
Y ; A a Oy? oz? 


este operatorul pata în coordonate carteziene (lapla- 
ejan), aplicat funcției ‘F. a Aj 

Mi, opri menţionăm că cele de mai sus nu constit i 
o deducere a ecuaţiei lui Schrödinger. De tanh ean Că a 
cîteva presupuneri, adoptindu-se un RoN O 
care reprezintă o generalizare a ceea ce se in iapa N 
cazul mişcării unei particule libere, deserisă de „RE oii, i 
Broglie. Toate acestea au permis „inducerea j adinen 
postularea acestei ecuații. Valabilitatea acestei ecuap 
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rezultă din concordanța consecințelor sale cu datele expe 
rimentale. 


Un sueces deosebit al ecuaţiei lui Schrödinger a con- 
stat în faptul că ea a putut fi aplicată atît atomului de 
hidrogen cit şi atomilor mai grei, care au mai mulţi elec- 
troni, de exemplu, atomii hidrogenoizi. În continuare. 
vom arăta modul cum se aplică această ecuaţie pentru un 
atom hidrogenoid şi care sînt avantajele aplicării noii teo- 
rii cuantice, față de vechea teorie, a lui Bohr. 

Desigur că datorită simetriei sferice a interacțiunii din- 
tre nucleu şi electron, în locul coordonatelor carteziene 
este mai comod să se lucreze cu coordonatele sferice 7, 0 
și e, avînd nucleul în punctul de origine. Expresia, ope- 
ratorului diferențial în sistemul de coordonate sferice. 
aplicat functiei Y, are forma i 


oF PAN 1 zF 
i i ARENO A: 


72 
i Sho i E 2 97 
ðr? HA Or r? 002 
oF l 
+ —— cot 0 — + pet Ne ea ala 
p2 20 r? sin? 0 02 


Pentru studiul mișcării în cimp central, de exemplu, 
mişcarea electronului în cîmpul nucleului, in ecuaţia (6.22) 
se înlocuieşte V2Y prin expresia acestuia în coordonate 
sterice şi energia potenţială W, prin expresia acesteia în 
respectivul cimp central. Se caută apoi acele soluţii ale 
ecuaţiei astfel obţinute, care îndeplinesc condiţiile stan- 
l, adică de continuitate, mărginire, univocitate si 
ortonormare. În general, în mişcarea în cîmp central 
neexistind suprafeţe de discontinuitate. condiţiile cele mai 
importante sint cele de mărginire și univocitate 
variabilele i 


pentru 
unghiulare și ortonormarea. Aceste conditii 
înlocuiese ca efect postulatul lui Bohr cu privire la stările 
staționare. 

Considerăm că, la un moment dat, electronul avind 
sarcina (—e) se află la distanţa r față de nucleul de sarcină 
(+Ze). Energia potenţială a electronului în cîmpul nucle- 
ului, presupus cu masă infinită, este 


wW SATEN „Ze? 


årer 


Folosind aceste elemente, ecuaţia lui Schrödinger (6.22) 
devine 


poe gilis aay pp 
„di Ai EH oF d : g E + t » dot 0 
or? i r Or mp2 00? pa 90 
| iha 


PA A AN ZE A E j ins 
easta UR: ra ar f 0. (6.23) 
KON iei 


"2 sin20 0o2 h? meg? 


Soluţiile acestei ecuaţii cer ca funcția de stare Y să fie 
finită în tot spațiul, să fie funcție continuă de pag, Pa! 
tele (7, 6, e) și să admită derivate continue de AFA 
întîi. Aceste cerinţe inlocuiesc, ca efect, postulatul. lui 
Bohr cu privire la stările staţionare. „iului 

Soluţia completă a ecuaţiei (6.23) este complicată. nate 
însă suficient să arătăm aici că ea poate fi separată con- 


e 


3 = i si AAN tara 
venabil în alte trei ecuaţii, dacă se ia Y sub for 

Y Fr) Fa OFC: 
Se obţine 


aF, (r) 2 aF (r) 


dr? r dr Re N AT Egf j 


F0) i t9 aFa(9) + (UE 1)F.(0) 
402 dð 
mi F(0) 


0. (6.25) 
sin? 0 


unde /.(0) este funcţie numai de 0, iar m, şi [ sint con- 
stante, şi 


mF loki, (6.26) 

unde F,(¢) este funcție numai de ọ. ) | 

Condiţiile standard, pe care trebuie să le indeplinească, 

d $ 5 i ă pi $ "a i ‘aN ar Ta 

conduc la cerinţele ca l să aibă valori întregi nonegasind, 

adică 0;1;2;..., iarm să ia valorile 0; 41; 2; 
AS | 
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Soluţia ecuaţiei (6.24) funcție de r 


permite găsirea, 
valorilor energiei 


pentru stările staţionare ale atomului 
de hidrogen, obţinindu-se aceeași expresie ca şi aceea dată 
de teoria lui Bohr. 
Studiind soluția ecuației (6.25) se poate arăta că, 
VII + 1) este: ărimea numărului cuantic orbital l, intro- 
yt l ne « d 

dus în teoria orbitelor eliptice, şi că m, este mărimea nu- 
mărului cuantic magnetic m, toate introduse mai intii 
in teoria lui Sommerfeld. Mecanica cuantică cere ca mări- 
mile corespunzătoare vectorilor { și 5 să nu fiel şi s2 ci 
Vi +1) și Vs = 1). De asemenea, avind în vedere 
posibilitatea compunerii vectoriale a vectorilor 7 şi 3 
pentru a obţine vectorul j, corespunzător numărului 


cuantice intern, rezultă că“ 


ua m 


Vj AE i! Viu L) | s( 5 L). 


Credem că este instructiv să considerăm o situație 


mai simplificată pentru atomul de hidrogen 


şi anume 
situaţia cind Y variază n 


umai cu raza vectoare r. Din cele 
trei ecuaţii separate, sing 


ură care este necesară este ecua - 
ţia (6.24) şi care poate fi scrisă astfel i 
d2P 2. dF Do sf, Ze? i 
pF Wa je =o. 
d?r t adr ZA uta | trer] 
(6.27) 


Cea mai simplă soluție a acestei ecuații este de forma 


Pa exp — ra), 
unde «a este o constantă, soluția satisfăcind astfel ecuaţia 
(6.27), încît F tinde la zero pentru distanțe r mari ale 
electronului fată de 


în (6.27) şi împărțind prin exp (—r4), se obţine 


nucleu. Substituind această, soluţie 
ui): 2m A Ze? 
a? += [Wa == 0, 
r he ATE j 


? De remarcat că teoria ondulatorie a atomului nu 
cuantic de spin și nici vreun punct de vedere relativ 
cării relativiste ale ele 
există o serie de term 


postulează numărul 
ist. Bazele teoriei m iŞ- 
ctronului au fost puse de Dirac. în ale cărui ecuaţii 
eni ce includ spinul electronului. 
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Pentru ca această ecuaţie să fie adevărată pent A 
S í > í ‘YT NOI 
orice valori ale lui r, este necesar ca suma termenilo 
independenţi de r să fie nulă, adică 
21 i OQ \ 
SE iu (PT, (6.28) 
$? 


a’ 


3 4 enes TES Q zero. 
Coeficientul lui 1/r poate fi, de asemenea, egal cu í 
Rezultă 


9 
2m 467 
Me 
a seat d oi 0, 
h AT Eo 
de unde 
TUNEL a e (6.29 
a —— 
4rch 29 


Î i i i a în (6.28), se obţine 
înlocuind expresia lui « în (6.28), se oby 


Fă 202 h? y ' MA pen 
Murie 2m, i 2m, 32r hes 
Luind A = h/2 r, găsim 
W 


NEETI 
care este identică cu expresia (6.10) porra i Cales 
staționare din teoria lui E pa cazul cind num: 
antic principal n S A ie e ii 
j i emitea i ed atomului de hidragen re pei depre: 
babilitate, exprimată prin relaţia dł sl qa pi chip: 
servă că probabilitatea pentru ca elegii ORL dee tu că 
in pătura sferică avind ra zele r şi 7 ii i y i ; 
nală cu |F l2 47r? dr, deoarece dY : i i e iubind agl 

Presupunînd că pentru un atom de hic Ai j Cre a 
forma lui |Y |?, densitatea de probabilitate A al arl Ae 
tru ca electronul să se afle la distanţa 7 de nucie 


W |2 p2 
a d 7 PRR 
i -u cazurile în 
| ariază P, © stanta 7, pentru cazuri 
Modul în care variaza P, cu dista ka i pr 
care numărul cuantie principal n = 1,2 Ș 
în figura 6.26. 


ij atorii ivind atomul de 
Imaginea mecanicii ondulatorii, privind ator 


ji i co icaţi, este diferită 
hidrogen, extinsă gi la atomii mal complicaţi, este d 
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de teoria modelului cuantic a lui Bohr sau Sommerfeld. În 
nouă mecanică cuantică se consideră că electronul are o 
anumită probabilitate pentru ca să se afle la o anumită 
distanță faţă de nucleu, poziţia exactă fiind necunoscută, 
ca urmare a acţiunii principiului de incertitudine 2 


Distanţa, r (A) 
Fig. 6.26. 


Într-adevăr, aşa cum rezultă din graficele din figura 6.24, 
este mică atit probabilitatea ca electronul să se afle la o 
distanţă foarte mică, cît şi probabilitatea de a se afla la o 
distanţă mai mare decit raza primei orbite Bohr. Poziţia 
cea mai probabilă de existenţă a electronului este aceea 
unde P, este maximă. Pentru n — 1 şi considerînd pentru 
atomul de hidrogen o simetrie sferică, se poate lua Y de 
forma : ¥ = exp(—ra). Se obţine 


P, = const |P|2r2 = const r? exp(—2ra). 


Valoarea maximă a lui P, se obţine cind r — rı unde 


( i 
— lr exp(—2ra)] = 0, 
dr 


de unde 
—2a exp(—2r a)ri 2r,exp(—2r,a) = 0 
şi deci 7, = 1/a. 


* Postulind limita aplicării noţiunilor din mecanica clasică la studiul 
particulelor elementare, principiul de incertitudine al lui Heisenberg afirmă 
că este imposibil să cunoaştem cu precizie nelimitată și simultan, atit 
coordonatele cit şi viteza microparticu lei. 
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Înloeuind pe a cu expresia dată de (6.29), găsim 


Co _. Col 


m, Ze? rm Ze? 


care este aceeasi 


u expresia razei orbitei Bohr, pentru 
cazul n 1 pi 


6.2. Modele nueleare 


6.2.1. Probleme generale privind nucleul atomic 
Primele date cu privire la existenţa nucleului sint 
lin experienţele lui Rutherford, reteritoare la 
difuzia particulelor x, la trecerea lor prin foițe metalice 
subţiri. S-a constatat că nucleul este încărcat electrie 
pozitiv şi că în el este concentrată aproape intreaga masă 
a atomului. 

Sint cunoscute mai multe mărimi ce caracterizează 
nucleul atomic. Prima dintre caracteristici este sarcina 
nucleului, egală cu produsul dintre numărul atomie Z 
şi sarcina elementară e, ceea ce reprezintă un multiplu 
intreg al sarcinii protonului. 


cunoscute € 


A doua caracteristică este masa nucleului, egală cu 

i ) i Ş a, electronilor săi. 

Conform ipotezei lui Ivanenko şi Heisenberg, confirmată 

ulterior prin numeroase experienţe, nucleul este forma! 

din A particule, numite nucleoni, dintre care Z sint pro 

toni, şi N= A neutroni. Masa nucleelor se măsoară 

in unităţi atomice de masă reprezentind 1/12 din masa 

izotopului C!2. Masa nucleului, rotunjită la un întreg, 

poartă numele de ntimăr de masă şi este egal cu numărul 
de particule A din nucleu. 


Dimensiunea, respectiv volumul este o altă mărime 
caracteristică fiecărui nucleu. Dacă A este numărul nu- 
eleonilor din nucleu, admiţind în primă aproximaţie că 
nucleul are formă sferică, variate experienţe conduc astăzi 
la valoarea razei nucleului 


R ES: b 


ünde Jo (1,9 +1,3). 1075 m, eare arată că volumul 
nucleului variază liniar cu numărul de masă. Calculul 
densității nucleare a arătat, că aceasta este de ordinul a 
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1017 kg/m3, fiind aceeași pentru toate nucleele. Este œ 
valoare extrem de mare a densității, dacă ne gindim că 
densitatea medie a Păinîntului este de 5500 kg/m?. 

Ca și electronul, particulele ce compun nucleul au fie 


care un moment cinetice orbital VI + 1) h/2z şi un mo- 
ment cinetic de spin Vs(s 1)h/2x. Suma vectorială a 


nomentelor cinetice orbitale şi de spin ale nueleonilor dă 
momentul cinetic total 7, numit impropriu şi spinul nu- 
clear, care reprezintă, de asemenea, o caracteristică a 
fiecărui nucleu. Valoarea spinului nuclear este determinată 
le numărul de masă A. Dacă A este par, spinul nuclear 
ste zero sau un număr întreg, iar cind A este impar, spi 
nul nuclear este un număr semiintreg. 

Datorită rotației în jurul propriei axe, mişcarea nucle- 
lui este echivalentă cu un curent circular, posedind un 


noment magnetice propriu 


n 
ă 


re h 
| VIU L) . 
m 
unde Teste numărul cuantic de spin, iar y se numeşte factor 


giromagnetie. 


In sfirsi 
in nucleu, 


datorită distributiei nesimetrice a protonilor 
a posedă un moment electric evadripolar, 
are apare atunci cînd în locul distribuţiei sferice a sar 
cinilor electrice, acestea se distribuie aproximativ sub 


forma unui elipsoid. 

După ce a devenit cunoscută structura nucleului şi 
nume că în nucleu coexistă într-un volum extrem de mic 
tit neutroni, cit si protoni, s-a pus problema de ce aceg- 
nu se resping între ei, ceea ce ar duce în final la insta- 


bilitatea nucleelor. 


Faptul însă că majoritatea nucleelor sint stabile arată 
că în afară de forțele de interacţiune electrostatică, între 
nucleonii din nucleu trebuie să se manifeste şi un alt tip 
de forţe, de intensitate mult mai mare, care să anihileze 
interacțiunea electrostatică, 


Acest lucru a devenit evident chiar în experienţele 
de difuzie a particulelor «, care au arătat că acestea, atunci 
când au o energie suficient de mare şi se apropie la o dis- 
tanță de ordinul a 10-12 m de nucleu, particulele « nu mai 
sînt respinse de nucleu, ci atrase de acesta, deși atit sar- 
cina nucleului cît și cea a particulelor a au același semn. 
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IC] 


Reprezentind pe un grafie variaţia energiei potenţiale 

-a sistemului nueleu-particulă proiectil, cînd aceasta sè 
apropie de nucleu, în functie de distanţă, se obţine graficul 
„ Se observă că atunci cînd energia cinetică 

a particulei proiectil, chiar dacă este un proton sau 0 
particulă «, nu este prea mare, la apropierea de nucleu, 


din figura, 6.27 


particula respectivă este respinsă de acesta. 1 
tenţială a sistemului nucleu-particulă, lao d 
cient de mare, fiind 


inergia po- 
istanţă sufi- 


ia - 


P Ti N 


se obține Wr = const şi deci alura curbei de 
a energiei potențiale va fi de form; 
latere, asimptotă la axa ordonatelor W, şi la axa abseiselor r. 

In cazul cînd energia cinetică a particulei este suficient 
de mare, pentru a se putea apropia de nucleu la distanţa 
r< Po, curbă de variaţie a energiei potenţiale suferă o eğ- 
dere bruscă, ceea ce arată că în acest caz, locul forţei de 
respingere electrostatică este luat de un nou tip de forță, 
numită forța de atracţie nucleară. Se observă că pentru ca 
o particulă proiectil încărcată pozitiv să intre sau să i 
din nucleu, ar trebui să posede o energie cinetică e 


variație 
» unei hiperbole echi- 


7 


asă, 


l el puțin 
egală cu valoarea W5, maximul barierei de potențial, 
adică maximul energiei potențiale a curbei ce desparte 


cele două domenii, nucleul şi exteriorul său. 

Experienţa a arătat însă că este posibil ca o particulă 
proiectil, de exemplu o particulă a, să poată pătrunde în 
nucleu, chiar dacă are o energie cinetică mai mică decit 
înălțimea barierei de potențial W,. Acest lucru a fost 
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, scanicii lulatorii. 

explicat de G. Gomow, pe baza mecanicii fega ; 
e i proprietăţilor sale erau că ne o Eii 
poate infiltra prin er eu de Ppi eari arh ga 
W, > W., fenomenul purtind nume e RT 
1 AA la £ tre de forță de atracție iri i 
lionăm că aceasta se defineşte ca forța oa Sp caile j sa ri 
nucleonii din nucleu. Deşi natura ni Ac e = sie 
nu este pe deplin lămurită, se cunosc ose rie : e is ariga 
ale acestora. Ele sint forțe ra ie rabini : vrei 
pe see sil yarar ta, pal forțe sint ae er e 
Frise ai ce înseamnă e e ninge na 
oni, indiferent dacă sint sau nu încăreaţi, seara min 
tor forte fiind independentă de ateina j R a iake 
prietatea de saturare a acestor torţe min boa oon 
interacționează cu un numar jenar j pmi rindan, 
intocmai cum o moleculă de apă, de ee H aagize tn 
nează numai cu moleculele din sfera, de n h ni par, mir Z 
De asemenea, aceste forțe depinzînd AR i ja me 
poziţie, cît şi de orientarea spinilor nuc aa rr, fort 
în să sînt în ace aşi timp gi T ir A pere 

Desi au fost emise diferite teorii care A eat a 
plice natura acestor forţe nucleare, prada sie mpi vise 
explice toate faptele experimentale ae EEUE emi 
via, lui Heisenberg, postulind faptul oai ui: if apuca 
g te de schimb, consideră că atit proton pi e seri, 
sînt două stări cuantice ale aceleiași particule î he prad 
pe: Conform acestei teorii, în nucleele ui. a tat ea 
acţiunea dintre nucleoni lor tree ie ariel 
pe n isi da caer a alta, conform schemei, 
trecind d -o stare 


i 5 ~ 


N ET Doze alt | Pi 


A La dă 0 s ig 


4 n -+ Ea 


tri espectiv. antineutrin. 
unde v şi ï sînt particula neutrin, roseta àl toba 
CAM efectuate folosind aceste iy i p ie said 
1010 ori mai mici pentru forța de interacp | t 
leare reale. A sall Morte” 
N iiietariila problema particulei na i. m ta 
consideră că aceasta este mezonul 7, ngi iw i Bei pica 
protonului în neutron și invers se IRA p RA ep eY 
tual de mezoni, schimb care se îneei i ei E capeti 
Aceasta ar însemna ca un nucleon să emită ezon g 


irg | se n ste femtometru. 
4 Distanţa 10 15 m = 1 f se numește 


el să-l absoarbă din nou. Există însă, serioase îndoieli cu 
privire la, existenţa unui asemenea joc. Teorii mai noi afirmă 
că mMezonii pot exista sub forma unor cîmpuri mezonice 
in care probabilitatea de transformare a nucleonului din- 
tr-o formă în alta este suficient de mare. În orice caz rO- 
prietățile forțelor nucleare arată că structura mite brad 
trebuie concepută în strinsă legătură cu modul de aran- 
jare al nucleonilor în nucleu. Vs în 

Făcînd o comparaţie între cunoștințele privind atomul 
cu cele ce privesc nucleul, acestea din urmă sint mult mai 
reduse, din mai multe motive. În timp ce între elebimani 
şi nucleu acţionează forte electromagnetice, fiind pusă la 
punet o teorie care explică suficient de bine faptele expe 
rimentale, datorită necunoaşterii cu suficientă precizie a 
naturii forţelor nucleare, nu a putut fi construită pină acum 
o teorie a nucleului, in acord cu toate datele experimentale. 
in acelaşi timp, pentru nucleele conţinind un număr mare 
de nucleoni este imposibil de construit funcția de undă Şi 
intrucit aceasta depinde de un număr mare de variabile. 
Problema este echivalentă cu a spune că este foarte dificil, 
dacă nu chiar imposibil, de calculat ecuațiile care deseriu 
mişcările nuecleonilor din nucleu. De asemenea deoarece 
unele nuclee conţin un număa prea mic, iar altele un număr 
foarte mare de nueleoni, face imposibilă o teorie unitară, 
de exemplu statistică, pentru a putea fi studiate toate 
gradele de libertate ale nucleonilor. 

Pentru reducerea acestor dificultăţi și din necesitatea, 
de a concepe o structură şi o dinamică internă a nucleului 
au fost imaginate o serie de modele nucleare, fiecare carac- 
teriziud anumite proprietăţi ale nucleului, nici unul nefiind 
capabil insă să interpreteze toate faptele experimentale 
privitoare la nucleu. În general modelele nucleare s-au 
dezvoltat in trei direcţii : una, considerind un cuplaj pu- 
ternie intre părțile constitutive ale nucleului. o a doua 
direcție, in eare se consideră că nucleonii sìnt particule 
independente şi deci interacțiunea dintre ei este slabă 
iar a treia direcţie, mixtă, le cuprinde pe primele două, 
In cele ce urmează vom discuta pe scurt unele dintre 
aceste modele. 


6.2.2. Modelul picătură 


x fn s picătură, imaginat de Gamow şi propus de 
N. Bobr, are la bază analogia dintre nucleu şi o picătură de 
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lichid incompresibil. Din această analogie se desprind o 
serie de trăsături comune: 

1. Atit densitatea picăturii cit şi a nucleului sint mă- 
rimi constante, independente de dimensiunea picăturii, 
respectiv a nucleului. 

2. Fenomenului de evaporare a picăturii de lichid (pier- 
derea de molecule) îi corespunde fenomenul de radioac- 
tivitate ale unor nuclee, iar agitaţiei termice a molecule- 
lor” dintr-o picătură de lichid îi corespunde energia cine- 
tică a nucleonilor din nucleu. 

3. Căldurii latente de vaporizare a lichidului ce for- 
mează picătura, îi corespunde energia de legătură pe nu- 
cleon, fiind o caracteristică a nucleului. 

4. Atit moleculele din picătura de lichid cit şi nucleonii 
din nucleu au proprietatea de a interacţiona numai cu 
moleculele, respectiv cu nucleonii cei mai apropiaţi (pro- 
prietatea de saturație). 

5. O altă proprietate comună se referă la faptul că 

atit picătura, cât şi nucleul prezintă fenomenul de tensiune 
superficială, în sensul că asupra unei molecule aflată pe 
suprafaţa picăturii sau a unui nucleon aflat la marginea 
nucleului, acţionează forţe de atracţie din interior. 
În afară de aceste asemănări, între o picătură de lichid 
i un nucleu există şi deosebiri esenţiale. De exemplu, 
în timp ce între moleculele unei picături aflate în stare neu- 
tră se manifestă numai torţe de atracţie, între nucleonii 
dintr-un nucleu există şi forţe de respingere electrostatică, 
ceea, ce reduce stabilitatea nucleelor. 

Importanţa principală a acestui model constă în aceea 
că el a permis scrierea unei relaţii semiempirice, cu aju- 
torul căreia se poate calcula energia de legătură a nucleu 
lui. În fond ce reprezintă această energie? Calculind cu 
multă precizie masa nucleului şi masa particulelor ce 
compun nucleul respectiv, se constată că la scara micro- 
cosmosului, „întregul nu este egal cu suma părţilor”. 
Mai precis, suma maselor de repaus ale particulelor ce 
compun nucleul este mai mare decit masa nucleului res- 
pectiv, 


Zm, + (4 = 2m, > m, 


mde m, şi m, sînt masa protonului, respectiv a neutro- 
nului, iar m este masa nueleului. 
Diferenta 
Am Zm + (£ — 2M, — m (6.30) 
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se numeşte defect de masă. Acest fenomen apare int 
deauna cînd protonii și neutronii în repaus se unese pen- 
tru a forma nucleul. Pe de altă parte, se cunoaşte din teo- 
yia relativităţii restrinse că energia de repaus a unui Corp 
este W MC’, astfel încât 


[Zm + (A — Zyma — me = AW (6.31) 


reprezintă micşorarea energiei de repaus a nucleoniler la 


unirea lor pentru a constitui un nucleu. În mod asemănător, 


la desfacerea nucleului în părțile sale componente, nu- 
cleul trebuie să primească o energie egală cu AW. Din 
acest motiv AW a primit numele de energie de legătură. 
Întrucit valoarea energiei de legătură AW este foarte 
mare, de ordinul zecilor şi chiar sutelor de MeV(1MeYV 
106 eV)’, mult mai mare decît energia de legătură < 


y 
electronilor de nucleu, această energie se poate neglija 
(este de ordinul cîtorva keV ; 1 keV 103eV) și relaţia 


(6.30) se înlocuieşte cu 


AW Ame er Amy (A Zym, e — Me, 
unde M este masa atomului, care include şi masa tuturor 
electronilor atomului. 

Din relaţia (6.31) se constată că valoarea energiei de 
legătură a nuciceului depinde de masa acestuia. Se defi- 
neşte energia de legătură pe nucleon, ca energia de legă- 
tură totală împărţită la numărul total de nucleoni, AW/A. 

Valoarea energiei pe nucleon variază de la un atom la 
altul, în figura 6.28 redindu-se modul în care variază 
AW'A în funcție de A. Se constată, de asemenea, că ener- 
gia pe nucleon variază mult pentru nucleele avînd 1 < A- 
< 20, pentru nuclee avind 20 <A < 60 această energie 
crește uşor de la 8 MeV la 8,5 MeV, iar pentru A > 60 
energia seade înapoi la 7,5 MeV. Energia de legătură pe 
nucleon este o măsură a stabilităţii nucleelor, în sensul că 
nucleele mai stabile au AW/A mai mare. Din figura 6.28 se 
observă că nucleele avind 20 sA <60 sînt mai stabile 
decît nucleele uşoare şi nucleele grele. Celelalte nuclee 
fiind mai instabile, au energia de legătură mai mică, ceea ce 


> Electron-voltul (eV) este energia pe care o capătă electronul sau 
oaltă particulă avind sarcina egală cu a electronului, atunci cînd traversea- 
ză distanţa dintre două puncte, între care este o diferență de protenţial 
egală cu un volt; 1 eV = 1,602. 10-22 Jouli. 
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COL- Ny 


permis folosirea lor, cele uşoare la sinteza nucleară, iar 
{ ai grele la fisiunea nucleară. 
cele mai grele la fisiunea o! regat” 
Să vedem acum care sint termenii ce compun relaie 
pr i i 5 i A] g a DEA x a, y POTE 
semiempirică, cu ajutorul căreia se poate calcula. energia 
de legătură a nucleului. 


PE SI E Se a ae de ea Ce SE mt 
is 


w © © w 120 VO 160 160 200 720 20 


Deoarece atit densitatea nucleară cît şi energia de le- 
gătură pe nucleon sint mărimi constante, cea ru e pă 
tantă contribuţie la energia de legătură a nuc h i Ar 
datorează energiei de interacţiune (atracţie) care este 
proporţională cu numărul de nucleoni A, 

AV, = au Ay 
unde ste o constantă. "Dă 
Ai til fontei de atracție dintre nucleoni este irat 
de către fortele de respingere coulombiană, GL kei ii 
protoni. Din acest motiv, al doil a termen în ep mpi 
legătură depinde de energia potențială dintre prosan ia 
nucleu, energie proporţională cu Z:e2] R. Deoarece k 
— R, A15, cel de al doilea termen este 


AW = — ap? A”, 


unde a, este a doua constantă, semnul minus arătind că 

acest termen micşorează energia de legătură. MĂ 
Pentru scrierea celui de al treilea termen ce contri d 

la energia de legătură, vom ţine seama direct; de una di 
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asemănările dintre nucleu și o picătură de lichid si anume 
ae proprietatea de saturație. Cind a fost seris primul ter 


men AW,, am considerat că toţi nueleonii sînt atrași în 


mod egal in toate direcţiile, lucru care nu este adev: 


il te direc ărat 
pentru nucleonii aflaţi la suprafața nucleului. Asadar 


acest termen este echivalent tensiunii superficiale din 


cazul picăturii de lichid, deci pr i 
căt ud, deci proporțional cu suprafata 
nucleului sterie, i PA 


AW, = — a: a, 4?13, 


“3 rl : = 
unde a&i s sint constante. sem i ătind 
nde a; şi a; sint noi constante, semnul minus arătind că 


ŞI acest termen mieşsorea energia, de lecătură 


ul patrulea termen se datorează lui Fermi si el a 
tost introdus pentru a ţine seama de sistematica nucleelor 
a ile, Nucleele cu A mare, au N> Z, iar respingerea elee 
vrostatică mare, așa cum se observă la nucleele . 
Lermenul respectiv este de for 


grele 


ma 


aré se anulează cind 7 i E1. gi | 
lează cind Z N A 2, Și creşte, cind excesul 


«e neutroni faţă de protoni creste si el 


in sfirşit, al cincilea termen tine seama de faptul că 
nueleele par-pare (Z si N 
stabile, nucleele in 


Sint numere pare) sint cele mai 
j 
timp ce nucleele p 


upar-impare sint cele mai instabile, în 
o) uc ee ar-Impare sau impar-pare au o stabi- 
li ate cuprinsa aproximativ între primele două tipuri 
ste vorba de fapt de o corectie 5, de valoare foarte mică 


unde 3 = 0 pentru nucleele cu A impar (par-impare sau 
imbar-Dare) N i a ` PAL SAU 
im parrpare), 6 =P AN peni Z par, A "par An 


6 = — a. A —3/4 3 x Z imnar T 1» > a 

ENAT pentru Z impar, N impar, A par, unde a. 

este o nouă constantă. 4 
Introducînd într-o sinoură rel 

obţine 


ayle ioil termenii, se 


AW = a, A — ap ZPAS i aA a AN 3 


(6.382 
numită formula semiempirică a lui Weizsäcker, ce dă 


pr ai P 7 ` 5 X A a “ E w ~ 

energia de legătură în MeV. Împărţind prin A relaţia de 
Mal sus, se obține AW/A, adică energia pe nucleon, care 
AE iei Dad E „a, € i E d (nu 
este în bună concordanţă cu curba din figura 6.28. 
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Datorită proprietăţii de saturație a forțelor nucleare, 


distribuția protonilor şi neutronilor în interiorul nucleu 


iui trebuie să fie aproximativ aceeaşi. Aceasta înseamnă, 
că şi distribuţia sarcinii electrice în interiorul nucleului 
trebuie să fie astfel încît ea să scadă o dată cu diminuarea, 
densităţii de sarcină în stratul superficial. Curba din fi 
gura 6.29 arată modul în care este distribuită densitatea 
de sarcină electrică în nucleu, în funcție de distanţa fată 
«le centrul nucleului. 

Modelul picătură presupune existenţa unei mișcări 
colective a nucleonilor în nucleul-picătură şi deci şi osci- 
laţii superficiale, oscilații ale densităţii substanţelor com- 
presibile ete. Presupunem că în stare de echilibru, nucleul 
picătură are forma, sferică. Întrucit „lichidul nuclear” este 
incompresibil, datorită densităţii materiei nucleare, pre- 
supusă constantă, mişcările colective ale nuecleonilor vor 
duce la deformaţii ale suprafeței picăturii, fără variaţii 
de volum (fig. 6.30). Calculind energia de oscilație în cazul 
în care nucleul este deformat de la forma sferică, se con- 
stată că această energie estecu mult mai mare decit valoarea, 
critică a energiei necesară stabilităţii unor nuclee. Valoa- 
rea critică se obţine atunci cind parametrul de fisiune 


j 
{ IRA Ki. 
Aa (7 N j 
N" 
Fig,0.29. Fig, 6.20. 


La această valoare fisiunea spontană s-ar produce practic 
instantaneu dacă nu intervin şi alţi factori, care pot con- 
duce la nuclee stabile cu Z mult mai mare. Pentru U% 
parametrul de fisiune este Z?/A = 36, astfel incit pentru 
cest nucleu este totuşi posibilă fișiunea spontană, dar 
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cu timpul de înjumătățire foarte mare, deci cu probabi 
litate mică dar nenulă. platiti 
„Aşadar, cu ajutorul modelului picătură poate fi ex- 
plicat procesul de fisiune, expulzarea nucleonilor din 
nucleu și stabilitatea nucleelor. Cu toate că acest model 
este Simplu şi intuitiv, el nu poate da decit o descriere 
parţială a comportării nucleelor, a căror structură este 
mult mai complexă, faţă de orice imagine clasică Nepù. 
tindu-se explica decit unele fenomene nucleare, aféle 
cum ar fi momentele magnetice, stările excitate itivélele 
energetice ale nucleelor ete. neprimind o explicatie sarti 
făcătoare, a făcut necesar dezvoltarea altor modele de nu- 
cleu, care să înlăture dificultățile de mai sus. “li ba 


6.2.3. Modelul în pături 


Formula semiempirică a lui Weizsäcker  deserie cu 
suficientă aproximație modul în care variază energi de 
legătură pe nucleon, în funcție de A şi Z. Studiul e spal 24: 
din figura 6.28 arată totuşi că această variaţie, Sup ; 
monotonă, apărind o serie de maxime şi minime pi it 


| i S c tru 
anumite valori ale lui Z. Se constată că nucleele care au 


energia de legătură minimă, conţin un număr de nucleoni 
de acelaşi tip (protoni sau neutroni), egal cu unul di tra 
numerele 2, 8, 20, 28, 50, 82 sau 126 nucleoni În imoral 
nucleele care conțin un număr de nucleoni egal e ch 
din numerele Seriei de mai sus sînt nuclee fot tie labil, 
cum sînt: O; (conține 8 p şi 8 n), Ca (conţine 20 i: 
20 n), Niss (conţine 28 p și 32 n), Sni% (ecnține 50 Aa 
10 n), Pb (conţine 82 p și 126 n) ete. iy cr că 


„Intru cit numerele din seria 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 au 
primit numele de numere magice, nucleele dart au i să 
rul protonilor sau al neutronilor egal cu ear! din “op 
numere se numesc nuclee magice, în timp ce iuuoileel 
in 4 a mol iso de protoni cit şi numărul de neutroni 
um agice, se numesc dublu magice. Atit nuclee 
magice, dar mai ales cele dublu magice, pe lincă stabilita 
deosebită au și o răspindire foarte mare în natură, iind 
lormate dintr-un număr relativ mare de izotopi pe mpa 
exemplu, calciul are 6 izotopi stabili, staniul aite forhi 
din 10 izotopi stabili, iar plumbul nu întîm Nator est ; 
produsul final al tuturor e ta 


seriilor radioactive naturale. 
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În acelasi timp, se cunoaşte că atomii care au în pătu- 

vile electronice un număr de electroni egal cu 2, 10, 15, 
36, 54 sau 86 sint atomi deosebit de stabili, formînd grupa 
sazelor rare. Prin analogie cu păturile electronice ale ato- 
malui, s-a admis ipoteza că o asemenea configuraţie 
o pot avea şi nueleonii în nucleul atomic. Ideea de bază 
a unui astfel de model, numit modelul în pături, constă 
in aceea că nucleonii ce formează nucleul se aranjează pe 
anumite pături, lucru care explică, ca şi la atomi, existenţa, 
unei periodicităţi în proprietăţile nucleelor. 
M paptul că nucleonii sînt aranjaţi în pături nucleare 
conduce, de asemenea, la ipoteza existenţei şi în nucleu a 
unor nivele de energie, asemănătoare nivelelor energetice 
ale electronilor din atom. Acest lucru inseamnă de fapt 
că între nucleoni există o slabă interacţiune, cu alte cuvinte 
nucleonii se pot deplasa în nucleu ca nişte particule inde- 
pendente. 

Se presupune, ca şi la atomi, că nivelele de joasă ener- 
gje sint complete în starea fundamentală, fiind posibile, 
în cazul nucleelor nestabile, numai acele interacțiuni care 
duc la trecerea unuia sau a mai multor nucleoni, pe nivele 
neocupate. Ocupind nivele energetice distincte, distribuţia 
nucleonilor în nucleu este guvernată de principiul de 
exclusiune a lui Pauli. Conform acestui principiu, fiecare 
nivel nu poate fi ocupat decît de cel mult 2 nucleoni de a- 
celasi tip, cu spini antiparaleli. 

= Starea fiecărui nucleu poate fi descrisă de o funcție de 
undă şi de un grup adecvat de numere cuantice. Problema 
care se pune este de a explică structura nivelelor energetice 
ale nucleonilor din nucleu, folosind limbajul teoriei ondu- 
latorii a lui Schrödinger. A determina nivelele energetice 
ale nucleonilor înseamnă a rezolva ecuaţia lui Sehrodin- 
ger pentru sistemul de nucleoni ce formează nucleul, în 
condiţiile necunoașterii exacte a tormei energiei potenţiale 
de interacţiune dintre nucleoni. Pentru simplitate, Elsas- 
ser a presupus încă în 1954 că fiecare nucleon se mișcă 
independent în cîmpul mediu al celorlalţi A 1 nucleoni, 
intr-o groapă de potenţial dreptunghiulară. Lucrind în 
coordonate sferice, se poate alege ca funcția de undă Y să 


depindă numai de raza r, astfel încît din ecuaţia generală 
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(6.23) a lui Se ger să folosi i ia ( 
+49), a a Sa hrâdinger să folosim numai ecuația (6.24), 
in care F = W(p), i | 


IFE P € p 
E D TPA 2m 
a pi cană m a e OAE E g 
dr? r dr ha pia , 
unde m este masa unui nucleon. 


) 
Pentru a rezolva această ecuaţie, trebuie să-l CUNOAg- 


ter à PE 
tem, pe Wp(r)- Luăm W p(7) sub a cea mai simplă 
dată de un oscilator armonie linia di 
Wa Ar 
(7) HP + const, 


căreia 11 corespunde, un potenţial de formă parabolică 
n Polu tile + pentru ecuația de undă a lui Schrödinger 
In Situaţia cînd energia, pote nţială se ia sub forma de mai 


BUS, conduce per tru va lori A 
- 4 ile prop rii AIC energ i€ & e SIA 
rep ej, E L £ Xpre ji 


unde m este numărul cuantic principal 


Folosind forma. de mai sus a potențialului, se ajunse 
la concluzia că com 'pletarea p: ăturilor s-ar face cu “fire 
al căror număr pe aceste pături este în ordine 2 8 20, 
40, 10,119; După cum se vede, se găsesc în acest fe l do: d 
primele trei numere m: gice, ceea ce arată, că modelul ii 
pepe este bun doar pentru nucleele usoare. În acelaşi 
Sai fost construite soluții valabile numai pentru nucleele 

O soluție oarecum intermediară a fost propusă de 
Mayer Și Jensen, care consideră că cele două tipuri de 
nucleoni (protoni și neutroni) formează două sisteme di 
urticule independente, deci păturile neutronice și icre 
tonion se completează independet. Aceasta inseamnă, că 
Hecare nucleon de un anumit tip (proton sau neutron) se 
consideră că se mişcă într-un cimp mediu, format prin 
supii apunerea a două cim puri, corespunzătoare cehii două 
tipuri de nueleoni..S-a calculat și în această ipoteză forn 3 
potenţialului, dar, pentru a obține toate nume iau, și: ia 
în ordinea lor, a trebuit să, se presupună existenți hijg siei 

cupia] spin-orbită foarte puternice între rticleohi” déter- 
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ninind o despieare a nivelelor nucleare, adică apariţia 


unei structuri fine nucleare”. 


Deşi modelul în pături descrie destul de bine nucleele 
uşoare, explică izomeria nucleară 6, tranziţiile nucleare 
radiative, paritatea nucleelor etc., el nu poate explica 
tenomenul de fisiune, comportarea nucleelor puternic 
excitate etc., ceea ce arată că nici acest model nu este 
complet 


6.2.4. Alte modele nucleare 


Atit modelul picătură cit și modelul în pături pot explica 
fiecare numai o parte din fenomenele legate de nucleu. 
încercînd, de exemplu, să se calculeze valoarea momentu- 
lui magnetic nuclear sau a momentului electrice evadri- 
polar al nucleului pentru elementele mai grele, cu aju- 
lorul-modelului în pături, s-au găsit abateri relativ mari 
faţă de determinările experimentale, În plus, măsurătorile 
arată că momentul electrie evadripolar este zero pentru 
nucleele ce au numărul de nucleoni egal cu un număr magic, 
este pozitiv la nucleele care au Z = Zmage] şi negativ 
la cate 4, = Zman tah. 

Explicarea a fost dată în 1952 de către A. Bohr şi 
3. Mottelson care au propus modelul generalizat (unificat) 
de nucleu, model în care se îmbină aspectele pozitive ale 
celor două modele de nucleu, discutate mai sus. S-a plecat 
de la semnificația fizică a momentului electric evadripo 
a şi anume că, , acest: veste o măsură a abaterii nucleului 

y la simetri; i 

Modelul generalize it concepe nucleul ca format dintr-un 
miez ce conține toți nucleonii de pe păturile complete, în 
timp ce nucleonii păturilor exterioare incomplete se miscă 

vasiindependent în cimpul mediu al miezului, care poate 
să se modifice foarte lent. În acest fel, miezul nucleului 
este asimilat unei picături deformabile de lichid nuclear 
neompresibil, iar nucleonii exteriori, care produce defor 
narea nucleului, sint tratați în conformitate cu modelul 
pături. Se consideră că nucleonii ce formează miezul 
nucleului au o mişcare colectivă, miezul mișcindu-se ca 
întreg, iar nucleonii exteriori au o mişcare independentă. 


7 
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$ Se numesc nuclee izomere acele nuclee care, continind un număr « a 
de protoni și neutroni, diferă printr-o serie de proprietăți fizice, cum 
timpul de înjumătățire, energia de legătură, momentul cinetice de spin ete 


Cele mai stabile nuclee sint de formă sferică, avind 
păturile nucleonice complete. Pe măsură ce se adaugă, 
noi nucleoni, aceştia se dispun pe o pătură deschisă, dind 
naştere la suprafaţa nucleului la fluctuații ale potenţia - 
lului cimpului creat de nucleu. Aceste fluctuații determină, 
apariţia unei presiuni pe care nucleonii adăugaţi o exer- 
cită asupra miezului, ceea ce conduce la deformarea nucle- 
ului şi deci la instabilitatea lui. Deformarea nucleului 
creşte şi devine maximă, pînă cînd, pe pătura exterioară 
incompletă, sînt aproximativ 2/3 din totalul nucleonilor 
ce pot încăpea pe ea şi devine zero, cînd pătura este com- 
pletă. 

Neajunsul principal al modelului generalizat o consti- 
tuie incapacitatea sa de a explica variaţia secţiunii efi- 
cace ” de captură a neutronilor de către nucleu, la varia- 
ţia energiei neutronului incident. Datele experimentale 
arată că secţiunea eficace de captură prezintă o serie de 
maxime pentru anumite energii, ca și cind nucleul s-ar 
comporta ca un mediu optic, care ar avea valori diferite 
ale indicelui de refracție pentru raze cu diferite lungimi 
de undă. 

Problema a fost rezolvată prin propunerea modelului 
optic al nucleului, în care interacţiunea neutronilor cu 
nucleul este înlocuită printr-o energie potenţială de inter- 
acţiune. Această energie se ia sub formă complexă, W, 
= Wa + iW; partea sa reală descriind reflexia şi refrac- 
ţia nucleonilor, iar partea imaginară amortizarea undelor, 
datorită absorbției. Modelul deserie destul de bine rezul- 
tatele obținute la difuzia neutronilor pe elemente relativ 
uşoare. 

În încercarea de a explica alte fapte experimentale, au 
mai fost propuse şi alte modele de nucleu, cum ar fi mo- 
delul de gaz-Fermi, modelul alfa-particulă, modelul supra- 
fluid, în total aproximativ 12 modele de nucleu. În incheiere, 
menționăm că nici unul dintre modelele propuse nu tra- 
tează în întregime structura nucleului, o teorie unitară 
a nucleului nefiind realizată pină azi, aceasta urmind să 
fie rezolvată în viitor. 


7 Secţiunea eficace este mărimea fizică egală cu probabilitatea ca un 
eveniment intranuclear să aibă loc. Are dimensiunile unei arii Și se măsoară 
în barni (1b = 102% m2). Secţiunea eficace de captură neutronică este sec- 
țiunea eficace a procesului de captură a neutronului de către nucleu. 
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Capitolul 7. MODELAREA IN 
CORPULUI SOLID 


STUDIEREA 


Legile fizice trebuie să aibă frumuseţe 
matematică”, 


DIRAC 
7.1. Starea cristalină și starea amorta. 


Succesul modelului cinetic al gazului, în care acesta 
este considerat ca un ansamblu de particule, aflate intr-o 
stare de mişcare dezordonată, şi rezultatele bune, A 
nute prin extinderea modelului, cu unele ipoteze sila j- 
mentare, la studierea gazului real, au încurajat extinderea 
modelului la studierea fazelor lichidă şi solidă. 

Cunoastem că în stare naturală, substanţa se poate 
căsi într-una dintre cele patru stări de agregare : solidă, 
lichidă, gazoasă sau plasmă. Existenţa unei faze gari. DIR 
depinde de temperatură, de presiunea E ID A A a: 
uti factori. În timp ce gazele umplu întreg Yo cena 
vasului în care se află şi sint foarte compresibile, lichide € 
si solidele au volume definite şi în comparaţie cu gazele Ah 
practic incompresibile. La rîndul ei, deşi la prima veder 8 ani 
poate trata ca un gaz, plasma reprezintă totuși O start 
deosebită a materiei, formată din electroni, ioni, atomi, 
neutroni şi fotoni, aflaţi într-o necontenită mişcare pri 
iică. Există şi alte limite care determină luarea pita 
precautii suplimentare, atunci cînd se incearcă extinderea 
modelului cinetic la solide. l 

De exemplu, în timp ce o moleculă de gaz se poate op 
i cu oricare altă moleculă din volumul de gaz considerat ; 
o moleculă a corpului solid nu se poate ciocni decit cu 
moleculele din imediata vecinătate, atunci cînd tempera- 


tura solidului creşte. 

Fiecărui corp solid aflat în natură ii corespunde 0 
anumită temperatură şi o anumită presiune de nreaărer 
În momentul îndeplinirii acestor condiţii, structura in- 
ternă a cotidului se modifică pînă cînd sistemul atinge o 
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stare de echilibru termodinamic, 


moment în care energia 
sa liberă devine minimă, 


X 

Energia liberă F este o funcție termodinamică 
energia internă La entalpia S sau entalpia H a sistemului 
termodinamic, e fiind funcții de variabile inde pendente 
care pot delini supa starea unui sistem ter 


ca ȘI 


'modinamic, 
Din expresia matematică a principiului intii al termo- 
dinamicii, 


dQ = dU + d, 


ȘI a principiului al doilea al termodinamicii, 


de 


ds 
= 
Li 
unde semnul se reteră la transformările reversibile, jar 
semnul: œ> se referă la transtormările ireversibile, rezultă, 
dU 4 dp ii 
ds (T.1 


Pentru sistemele termodinamice naturale, adică siste- 
mele neizolate, la care volumul V = Const şi care sint in 
contact cu un terrnos! j 
liberă, 


at, un rol important îl joacă energia, 


he 
ee 


T3. 


Dacă {inem seama de relația (7.1), rezultă 


dbr AdU Tds SdT sah SAT. 
Cum în cazul sistemelor neizolate V const, T 


const, rezultă 


dr <0 


. 


ceea ce înseamnă de fapt MARI la solide, la care variația vo- 
lumului cu presiu nea es mică, înseamnă că starea de 
ec r se atinge atunci e când energia liberă atinge valoa 
rea minimă. Experienţa arată că starea stabilă de echi 
iek se carăcterizează printr-un minim absolut al ener- 
giei libere şi ea corespunde a așa-numitei stări cristaline < 
solidului. Întrucit starea stabilă se obţine cind 34 0, 
adică 3(U TS) = 0, stările de echilibru la T>=0 
plică in mod obligatoriu prezen 
( V.S $ pă t). 

În afară de starea s tabilă, în timpul schimbării struc- 
tarii sale, un solid poate trece printz-o succesiune de stări 


ta defectelor (S #0) 
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met cor care corespund unor minime relati 


nergiei libere, în care timp, iirde respectiv se 
tare an zi mei O prima clasi ș 


ive 


a solidelor ar 
3 , în funcţie de valoar 
irifutai za libere a stării respective. 

Solidele amorfe se caracterizează prin izotropta pro- 
prietăţilor fizice, inexistența unor temperaturi constante 
de topire și existenţa unei as 


a-numite ordini locale, care 


constă în dispunerea ordonată a atomilor în jurul unui 
atom dat pină la distanțe de ordinul a cîtorva diametre 
moleculare. 

Solidele cristaline se caracte prin anizotropia 


fizice, temperaturi: 
unei ordini la distanţă, 
> a ordinii locale în toată ma 


Forte de legătură 


Jormeaza a solidul sint 
a exista tendinta de 
Este vorba aşadar de 
o coeziune N Aral soli idulu. datorată fortelor de 
legätură dintre aceşti constituenți forțe ce asigură stabi- 
litatea mecanică şi termodinamică a sistemului de solid 

considerat. 

Din acest motiv, un model de solid trebuie să ia în con- 
siderare cel puţin două tipuri de forţe : forţe de atracţie 
eu lei atomii aflaţi la distanţe mari faţă de dimensiunile 

omului şi forțe de respingere, cind distanţa dintre atomi 
este mică. În funcție de natura acestor forțe, se poate face 
o clasificare a cristalelor. Alte tipuri de cristale care mai 
există se datorează distribuţiei diferite a electronilor şi 
nucleelor în cristale. 

Forţele de atracţie dintre atomi sint de natură electro- 
statică, şi o clasificare a diferitelor tipuri de legături este 
strict dependentă de structura, electronică a atomilor, res- 
pectivi. S-au convenit, din acest punct de vedere, patru 
tipuri si legături, deşi nu se poate trasa o graniţă strictă 
între acestea : legătură ionică, legătură covalentă, legă- 
tură moleculară şi legătură metalică sau legătura cova- 
lentă nesaturată. 

Forţa de atracție dintre atomi se datorează electronilor 
din stratul periferic şi în momentul în care forţa de atracţie 
dintre doi atomi este egală cu forța de respingere, atunci 


sistemul format din cei doi atomi va îi într-o situaţie cind 
energia sa potenţială este minimă, și deci sistemul se află 
într-o stare de echilibru stabil. Distanţa dintre ato ui la 
care se realizează acest echilibru poartă numele de dis 


de echilibru şi este de ordinul constantei reţelei cristaline, 
roS 400. ii ja Pe 

Presupunem doi atomi aflaţi în stare fundamentală, 
la o distanţă între ei care poate fi considerată infinită, în 


raport cu dimensiunile atomilor, moment în care energia 
lor potenţială este nulă. Aducind atomii în apropiere unul 
de altul, energia potenţială a fiecărui atom va fi dată de 


e (n te 


j iei ` [ "AQ Tea > ap 
" descreşterea energiei (creşterea energiei 


j 5 f je a dla gitA 
V = Į potențiale datorată + potențiale datorată 
atracției | respingerii j 


şi în cazul unui tip simplu de potenţial interatomic, acest 
lucru se serie 


P 
a y ia 
ph pi 


unde A, B, n și m sint constante pozitiye. e 
Întrucât forta rezultantă de interactiune derivă dintr-un 

potenţial, expresia sa este de forma 

ƏV 


CP 


Pi . 
astfel încit i 
nA: mB 


j y4 i a ph +1 


| (7.3) 


Ecuațiile (7.2) și (7.3) sint reprezentate grafic în figura 


7.1. La echilibru, forţa totală este zero, adică 


ro fiind distanţa de echilibru dintre atomi. 
Valoarea minimă a energiei V, este chiar energia, de 
legătură a sistemului şi este egală cu căldura de diso- 
cierea moleculei. De notat că la metale atit legătura 
covalentă cît si cea metalică se stabilesc pe 
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Fig. 7.1. 


seama, electronilor de valență. Deosebirea constă în aceea, 
că timp ce legătura covalentă se formează numai între 


perechi de atomi care-şi pun în comun electronii de valență, 
electronii respectivi deplasindu-se numai între cei doi 


atomi, la legătura metalică are loc o delocalizare a elec- 
tronilor, în sensul că toți atomii cristalului îşi pun în comun 
electronii de valență. 

Un cimp electric sau termic extern poate influența 
mult mişcarea electronilor de alenţă, ceea ce conferă, 
ialului proprietatea de a fi bun conductor electric si 


Fiecare metal avind o energie de legătură diferită, 
le de topire sînt caracteristice fiecăruia : mai mici 
talele alcaline şi mai ridicate la metalele de tranziţie. 
alelor le sînt atribuite, de asemenea, proprietăţi optice, 
magnetice, galvanomagnetice ete. caracteristice. 


7.3. Struetura cristalină ideală a corpului solid 
Jna dintre condiţiile formării stării solide este exis- 
tenta unei interacțiuni puternice între molecule (atomi 
sau ioni), astfel încît mişcarea termică a moleculelor nu 
j 4 un rol atît de important ca în cazul lichidelor şi în 
al al gazelor. Ca urmare, moleculele corpului solid se 
m una faţă de alta în poziții foarte precise, execu- 
tind doar mici oscilații termice în jurul pozițiilor lor de 
echilibru. Această dispunere determină condițiile de echi- 
libru. Evident, dacă aceste condiţii sint îndeplinite într-o 


i 
S 
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zonă a substanţei şi au determinat dispunerea reciprocă 
moleculelor din zona respectivă, aceleași condiţii tre- 
buiese îndeplinite şi în alte zone, prin urmare, trebuie să, 
determine o dispunere analoagă a moleculelor în orice 
zonă a solidului respectiv. Aceasta inseamnă că la trecerea 
dintr-o parte în alta a solidului, modul de amplasare al 


ioni formează nodurile reţelei cristaline. i j 

O astfel de argumentare nu explică însă existența 
stării amorte la solide, cum sînt sticla, substanţele plas- 
tice şi altele care nu au o structură periodică. Aceste sub- 
stante nu se află în stare de echilibru, însă cu trecerea 
timpului ele își schimbă structura, apropiindu-se de sta- 
rea cristalină. Sticla, de exemplu, cristalizează după 


citeva sute de ani. Procesul de cristalizare poate fi 
accelerat considerabil prin încălzire, cind suela se 
inmoaie. 


Istoric vorbind, studiul structurii cristaline a incep 
aproximativ în jurul anului 1700, prin studierea de către 
metalurgi a formei externe sau morfologice a cristalelor. 


ab 


După cum se va vedea în cont inuare, studiul aprofund v 
al structurii cristalelor s-a făcut cu ajutorul rad iațiilor X, 
primul care a descoperit metoda fiind fizicianul german 
Max von Laue, în 1912, şi dezvoltată de fizicienii englezi 
W. H. Brage și W. L. Bragg. Experienţa a arătat că í rice 
cristal constă din atomi, molecule sau ioni, aranjați într-un 
model tridimensional, care se repetă regulat. ; 
; Cea mai mare parte a solidelor cristaline sint formate 
prin aglomerarea unui număr mare de grăunți eristalini 
microscopici, orientaţi la întîmplare. Astfel de grăunţi pot 
fi observați cu ajutorul unui microscop, dacă inut 
respectivă de metal, de exemplu cupru, se şlefuieşte lua: 
şi apoi se corodează cu un acid. O asemenea, aglome ji 
formează un policristal, starea policristalină fiind caracte- 
ristică tuturor metalelor care se obțin prin răcirea rapidă a 
opiturii. 
m at totuși si situaţii în care unele substanţe naturale 
sînt formate din monocristale, care se recunosc după fetei 
plane pe care le prezintă. Întrucât asemenea monoeri Liai 
naturale prezintă o serie de. defecte, de exemplu inclu uni 
de atomi străini în cantități necunoscute Şi cu o distributie 


y 
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neuniformă, au fost imaginate cristale id eale, a căror perio- 
dicitate este respectată riguros după trei direcții necopla- 
nare. Cu ajutorul cristalelor ideale, au putut fi studiate 
toate tipurile de cristale, atit cele existente în natură, cât 
şi cele crescute artificial. 

La baza descrierii structurii oricărui cristal se află o 
unitate de structură, numită celulă unitară sau elemen- 
tară. Celula elementară este acea regiune din substanţă, 
cu ajutorul căreia, prin translație pe cele trei direcţii neco- 
planare, se poate construi reţeaua, cristalină. Rezultă deci 
că reţeaua spaţială a unui monoeristal este de fapt un sistem, 


de celule elementare paralele, tangente între ele şi care 
ocupă întreg volumul monocristalului. Altfel spus, reţeaua, 


spaţială reprezintă un aranjament periodic regulat al unei 
mulţimi infinite de puncte discrete din spaţiu, care se 
întind la infinit, prin translaţii repetate, după trei direcţii 
necoplanare. 

Reţeaua spaţială este în fond o abst ractie matematică, 
dar, plasînd în fiecare nod al reţelei un atom, moleculă sau 
ion, înseamnă că rețelei respective i s-a at 


atribuit o bază, 
obţinîndu-se structura cristalină (fig. 7.2.) Deci: 


reţea + bază = structură cristalină. 


Dacă luăm ca origine a coordonatelor un nod oarecare 
al reţelei, atunci raza vectoare a oricărui alt nod se poate 
pune sub forma, 


t = Aa + Nb + nc, 


(7.4) 

unde ni, n2; Ng Sînt; numere întregi (inclusiv zero). Vectorii 
a, b, e se numesc vectori fundamentali sau vectori de trans- 
latie, iar valorile lor absolute coincid cu constantele rețe- 
lei pe direcțiile respective. 


Avînd în vedere că vectorii fundamentali nu sint în 
general ortogonali, în afară de aceştia, pentru descrierea 
celulei elementare se folosesc și unghiurile a, 8, y dintre 
vectorii respectivi. În funcție de valorile vectorilor funda- 
mentali şi de unghiurile dintre ei, există şapte clase de 
sisteme cristalografice (singonii), sistematizate în tabelul 
e BI 


Tabelul 7.1 


ţi aa El } 
| IN pari Sinh | 
| Morenu sui Parametrii reţelei EPN “| bol Exemple i 
| cristalografie „din | celulă | 
| sistem | 
"td 00 TTT i băii É w \ 3 | 
> SG o BE i 
| rrridlinic | 1 Pita 59, 51.0 | 
| | | 
KERN | , 
| [ti apt vie 
| Monoclinic Va Zbc ; |2 | P | CaSO, 2H1,0 
| a =y oB] PIG j 
| —— | — a vaina să . papi | ur godai 
| | i a al | 
| Ortorombic | abe | A O IER A y | 
la=fB=y=80 | [Gu ENA 
M-a ea Li ; | | | * 
| | ET | 
| | Tuga Sraa 
| ete et e pă — - — — — i 
| | £ 1 ~ mer į 
| Tetragonal a ee bike | 2 | i | Sn, TiO; 
| a=8=y = 90y | | 
| $ a Lj ` i ALA 
| k Jeti A 
Cubic | a=b=c 1/13 P | Au, NaCl | 
| a == B= y= 902 | Rr 
| | | ja F 
n = ma e SA = draia ii i lila 
| | | cs dl 
| Trigonal (rombo- | a=b>=c be Bă ut SiO., CaCO, 
| edric) | a=ßB=y# 90° | | | 
| | şi < 120° | AAN S ALAST 
A A E A DE DTT N O 8 pa a 
i | j i 
| Hexagonal | a=bÆc 1 | P Zn srafit 
| A r Ea | | | 
| | y=120° | | | 
Li | | 


r 


Dacă în formula (7.4) numerele ni, na, ng iau valorile 
tuturor numerelor independente şi întregi cuprinse între 
—00 şi 4+ 00, raza vectoare respectivă r va parcurge toate 
nodurile reţelei. Reţeaua formată printr-o transtormare 
dată de formula (7.4), deci printr-o translație pe oricare 
dintre cele trei direcţii, se numeşte reiea Bravais simplă. 
Acestui tip de reţea îi corespunde o celulă elementară pri- 
mitivă, care are nodurile de rețea numai în colțuri. Liuind 
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în consideraţie atomii ce revin unei celule, atunci celula ce 
aparţine reţelei Bravais simplă conţine doar un singur atom 
(moleculă sau ion). Acest lucru reiese din faptul că întrucît 
fiecare atom aflat în nodul celulei este de fapt comun la 
opt celule vecine, atomul contribuind cu o optime la celula, 
considerată și deci celula conţine 8 x 1/8 atom = 1 atom. 
În total există patru tipuri de celule elementare : celule 
primitive (P) descrise mai sus, celule cu volum centrat (I) 
cu noduri de reţea și în centrul fiecărei celule elementare, 
celule cu feţe centrate (F) cu noduri de reţea și în centrul 
fiecărei feţe şi celule cu baze centrate (C) cu noduri de 
rețea și în mijlocul celor două baze. 

Pe baza, consideraţiilor de simetrie, Bravais a arătat că 
există în total 14 tipuri de reţele spaţiale, care formează 
cele șapte sisteme cristalografice arătate mai sus (fig, 7.3). 


i p p ai 
a E 
șa o E Í 
a abe er] 


| | 
PARTE a 
[ia 
P 7 
Tetragonal 


separtizarea cristalelor în clase, pe baza aranjării periodice 
tridimensionale a atomilor, este doar unul dintre criteriile 
de clasificare şi are la bază simetria de translație. În afară 
de acest tip de simetrie, reţeaua cristalină, poate avea, şi o 
simetrie punctuală, prin care păstrind fix un punct din 
reţea, prin diferite operaţii de simetrie (rotaţie, reflexie şi 
combinaţii ale acestora), reţeaua coincide cu ea însăși. 


Conform teoriei grupurilor, cu ajutorul căreia se studiază 
simetria punctuală, rezultă că toate cristalele pot fi împăr- 
tite în 32 clase cristaline, din care două aparţin sistemului 
triclinic, trei sistemului monoclinic, trei sistemului orto- 
rombic, şapte sistemului tetragonal, cinci sistemului cubic, 
cinci sistemului trigonal și șapte sistemului hexagonal. 

În încheiere, să vedem cum se pot serie analitic elemen- 
tele geometrice ale unui cristal, folosind aşa-numita nota- 
ție cristalografică. De fapt este vorba de o notație folosită, 
pentru indicarea direcțiilor principale din cristal şi & plane- 
lor cristaline. 

Mai întîi, despre notația folosită la indicarea princi- 
palelor direcţii dintr-un cr stal. Fie, de exemplu, dreapta 
OP o direcţie dintr-un cristal și fie a, b, e mărimile vec- 
torilor fundamentali. Pentru a ajunge din originea O în 
punctul P urmind cele trei axe de coordonate, trebuie 
parcurse următoarele distanțe : ha, kb, le unde k, k, i sint 
cele mai mici numere întregi care descriu translaţia res- 


i 


pectivă (fig. 7.4, a). În acest fel, direcţia OP se noteaza 


„dp 


AZ 
i] 


Fig. 74. 


prescurtat (h, k, l), acestia numindu-se indicii M iller pentru 
direcția dată. Indicii h, k, l au valori pozitive, cînd depla- 
sările se fac în sensul pozitiv al axelor de coordonate, gi 
valori negative, cu sensul indicat deasupra, cînd deplasa- 
rex se face în sensurile negative ale axelor. În figura 7.4, b 
sînt indicate citeva direcţii principale dintr-un cristal. 

Un plan cristalin este definit de un set de minimum 
trei puncte necoliniare din cristal. Pentru definirea unui 
asemenea plan se folosesc, de asemenea, indicii Miller 
[k, k, l), care se calculează în modul următor. Fie, de exem- 


j 


plu, planul ABO care intersectează axele de coordonate 
atașate celulei elementare, la distanțele z = 3 a, y = 2b 


: E sau LA A ; i 
şi 2 = 26 (fig. 7.5). Aducind la acelasi numitor valorile 


inverse ale numerelor 3, 2 și 2, se obţine: i bca CA 
i 6 6 


iar indicii Miller că; i vor fi 2, 3, € înd p tai 
ară i sii Miller Su vor fi 12, 3, 3]. Cînd planul taie 

intre axe la infinit, indicile Miller corespunzător 
este zero. 


Fig. 7.5. 


aa pe cete peron reţelei cubice, a, de exemplu, şi 
n gereil » &, L] corespunzători unei familii de plane 

Sarmioria te poate determina distanţa d dintre două plane 
vecine (fig. 7.6.) Dreapta d, perpendiculară pe familia de 


mar considerată, are și ea, indicii Miller (h, k, 1). Cosinu- 
surile unghiurilor «, B și y, formate de dreapta d cu axele 
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de coordonate sint date de relaţiile 
d d d d 


COS a a e et a n 008 BI E load 


w a a y’ æ 
h 
d d 
eos y = — = l — 
z a 


şi întrucit este valabilă relația 
cos? a + cos? B + cos? y = 1, 
pentru rețeaua cubică rezultă, 


a 
d = (7.5 
yk + e+e re 


7.4. Imperiecţiuni și defecte în reţeaua cristalină 
reală 


Structura cristalină discutată mai sus, la care fiecărui 
nod al rețelei îi aparține aceeaşi bază, corespunde unui 
cristal ideal care reprezintă doar un model teoretic pentru 
studierea corpului solid. În realitate, în procesul de for- 
mare al cristalelor, ca urmare a condiţiilor de soliditicare, 
reţeaua cristalină va ti perturbată în organizarea ely 
consecinţa fiind apariţia unor imperfecţiunii şi defecte 
în cristalele corespunzătoare. Seara de mărime a imper- 
tecţiunilor şi defectelor din reţeaua cristalină este diferită 
şi în funcție de tipul defectului defineşte structura micro- 
scopică sau submicroscopică a unui material cristalin 
real, în opoziție cu un cristal ideal perfect. 

În functie de geometria lor, defectele se pot clasifica 
în : punctiforme, unidimensionale şi de suprafaţă. 

Defectele punctiforme sau zerodimensionale se referă 
la acele iregularități din structura cristalină care nu depă- 
şese dimensiunile atomice şi sînt observabile numai cu 
microscopul cu emisie în cimp. Aceste defecte se manifestă 
la nivelul reţelei cristaline. 

Fiecare atom dintr-un solid are o energie de vibrație 
şi, la temperaturi mai mari de zero absolut, vor exista 
întotdeauna un număr finit; de atomi care să aibă energii 
suficiente pentru a depăşi bariera de potenţial produsă 
de atomii vecini şi să se deplaseze din poziţia de echilibru. 
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x Seane de locul ocupat de atomul (molecula sau ionul) 
jha bal ame odată respectiv, pot exista două situaţii, 
orespunzindu-le două defecte diferite. Cînd atomul . 
părăsește nodul rețelei cristaline ajunge într-o zitie 
aflată între noduri (interstițiu), se creează un ] % iee, 
numit vacanţă, şi un atom interstițial. Pereche: a ni 
atom interstițial formează un defect Frenkel Da i put d 
respectiv capătă o energie suficientă pentru para a 
suprafața metalului, se obţine un defect Schottiiy. “0 
două tipuri de defecte într-un cristal ionic au f ra) sa 
zentate în figura 7.7. ta e. 
T alus ir aai că in poan ambelor tipuri de defecte 
one aţia de echilibru, adică raportul dintre numă i 
de vacanțe n şi numărul de puncte de reţea N ale e stă 
lului, creşte exponențial cu temperatura. să renta 
mai întîi că realizarea unei structuri cristaline iar pi n 
AC Did 


A 
D 
f 
REY 
- N Y AI 
F) } > a D f 
AI A) OO 
PE ti EA 
a iad 


bile corespunde į mini iei ] 

e E punde unu: minim al energiei libere F=U— T9 
Ae al condiţie se impune şi pentru cristalele reale. | 

1a zer solut, AF = AU, însă temperatur 

E iad d AF = AU, însă la temperaturi mai 
ne buie să se ia în consideraţie şi variația er iei 
: I hany | consideratie şi variaţia entropiei 
şi deci. AF = AU — T AS. Fie W, energia necesară, 


Nig Li 
U= U, + nW, 
unde U, este energia cristalului i i, fără 
p > energia cristalului ideal, tări i 
corespunzător creşte să pp uri A AA dafedte: În mod 
n sora gl eşte şi entropia S şi energia liberă F a 
cristalului real. Entropia cristalului real va fi 


il aptă y 4 Rap tău s A lias $ 
unde So este entropia cristalului ideal, iar Sẹ variaţia en- 
iropiei la realizarea unei vacanțe. jt 
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Avind în vedere că numărul total de configurații po- 
sibile în care pot fi aşezate cele n vacanțe în reţeaua cris- 
talină este 

N! 


i Boer d aiea 


PORDAN A 
nN —n)! 


tinind seama de formula lui Stirling pentru numere mari, 
In N! — N-InN—N şi de relaţia lui Boltzman, 


Se = km, 


rezultă pentru energia liberă relaţia 


Jt 
e aW, — kT = 
E A E TT T 


REg T=] 


Avind în vedere că echilibrul termodinamic al siste- 
mului se obţine pentru o energie liberă minimă, din 
(3F/9n), = 0 rezultă 


valabilă pentru defectele Schottky, în timp ce pentru de- 
tectele de tip Frenkel se obţine 


n wW” | 
—. = exļp]| — -— j? 


unde W' si W” sint energiile necesare pentru realizarea 
unei vacanțe în cazul defectului Schottky, respectiv 
Frenkel. i 

Defecte punctiforme (de rețea) produc şi prezența im- 
purităților într-un cristal. Deşi cele mai rafinate metode 
de preparare garantează o puri tate absolută a materialelor, 
cele mai pure materiale conțin 107° procente de impuri- 
tăti, ceea ce corespunde la o concentrație de aproximativ 
1017 atomi de impuritate la un metru cub de material. 
Pentru a ilustra acest grad de puritate, se dă ca exemplu 
situaţia în care 10 tone de grîu ar conţine un bob de secară. 
Aceste impurități moditică pro prietăţile mecanice, termice, 
electrice, optice etc. ale cristalului respectiv. 

Un metal avind multe defecte punctiforme va prezenta 
o duritate mai mare, datorită faptului că distorsionările 
locale ale rețelei împiedică alunecarea planelor cristaline - 
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Vacanţele şi atomii interstiţiali au influență asupra, coeti- 


cientului de dilatare termică a metalelor la călire, acesta 
prezentind anomalii la dispariţia vacantelor de neechi- 
libru. 

S-a cobstatat experimental că, la metale, vacantele 
și atomii în poziția interstițială sint obstacole în calea 
deplasării electronilor sub influenţa unui cimp electrice 
aplicat. Din acest motiv, prin creşterea acestor detecte, 
rezistivitatea electrică a metalelor creşte şi ea şi deci con- 
ductivitatea, electrică scade. Alta este situația la conduc- 
torii ionici, de exemplu, la cristalele halogenurilor alcaline 
şi de argint. S-a constatat că prin adăugarea de ioni 
bivalenţi de Ca, Sr, Ba, Cd conductivitatea electrică (ionică) 
crește, datorită producerii de noi vacanțe de către ionii 
respectivi, motiv pentru care măsurarea conductivității 
electrice este una dintre metodele de investigare a detec- 
telor de reţea. 

O serie de cristale pure, cum sînt cele ale halogenurilor 
alcaline, sint transparente în domeniul vizibil al spectrului, 
la temperatura obișnuită. Încălzind un astfel de cristal 
pină la o anumită temperatură, în prezența va porilor me- 
talului alcalin, iar apoi răcit repede, cristalul se colorează. 
De exemplu, cristalele de KOLI încălzite în vapori de po- 
tasiu devin roșii, în timp ce cristalele de NaCl încălzite 
in vapori de sodiu devin galbene. Aceleaşi defecte se obţin 
şi prin introducerea unor impurități chimice în cristal sau 
prin bombardarea cu radiaţii X, radiaţii gamma sau cu 
neutroni. 

Deoarece cristalele respective capătă o anumită culoare 
sub influența factorilor enunțați, înseamnă că o parte din 
radiaţiile din spectrul vizibil sint absorbite, fenomenul în 
sine fiind un defect punctitorm, numit centru de culoare. 
Cel mai simplu este centrul de culoare F (de la cuvintul 
german Farbe = culoare), de care este responsabil cris- 
talul și nu vaporii metalului alcalin folosit pentru produ- 
cerea centrului 'de culoare. 

Detectele optice sint produse şi de unele impurități 
chimice, cum sînt, de exemplu, impurităţile de Cr în mono- 
cristalul de A1,0,, determinind coloraţia în rosu a rubi- 
nului. pi | 

Defectele unidimensionale se mai numesc şi dislocaţii 
și apar fie prin inserţia unui plan de atomi între planele 
ordonate ale cristalului (fig. 7.8, a), fie prin deplasarea 
unor plane cristalografice sub acţiunea unor eforturi tan- 
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genţiale (fig. 7.8, b). Dislocaţia propriu-zisă este linia dintre 
zona perturbată și cea neperturbată a cristalului. 


TOO 


Corespunzător celor două moduri de obţinere a dislo- 
caţiilor unidimensionale, acestea pot fi: marginale sau 
elicoidale. Dislocaţiile pot fi descrise de bucla care încon- 
joară linia de dislocaţie. 

Fie, de exemplu, un plan de inserţie MN, introdus 
între două plane reticulare vecine (fig. 7,8, a). Se observă 
că, în acest caz, plecînd din nodul M şi pareurgind pe 
direcţiile OX și OY în sens direct și în sens invers, același 
număr de noduri, se obţine bucla sau circuitul Burgers. 
În cazul existenţei dislocaţiei, bucla nu se închide iar 
vectorul AB — b se numeşte vectorul Burgers. Vectorul 
Burgers este perpendicular pe bucia de dislocaţie în 
cazul dislocaţiei marginale (fig. 7.8, a) și este paralel cu ea 
în cazul dislocaţiei elicoidale (fig. 7,8 b). 

Liniile de dislocaţie, în cazul în care nu formează buele 
închise, au capetele site la suprafața cristalului, pı 
fi puse în evidenţă prin metoda corodării chimice. În s e 
sens epruveta de metal se șlefuieşte foarte bine, după car 
se atacă cu un reactiv chimie adecvat. Privită la micros 
se observă în porțiunile în care apar capetele li niilor de dis- 
locaţie, gropi de corodare, care pot îi apoi numărate, cu- 
noscind astfel numărul de dislocații din unitatea de supra- 
fată. 

Disloeatiile nefiind sisteme stabile, este necesară con- 
sumarea unui lucru mecanic pentru crearea lor. Din acest 
motiv, un metal care prezintă disloeații este usor de de- 
format plastic şi, din contră, lipsa dislocaţiilor măreşte 
limita de rezistență şi proprietăţile elastice. Dislocaţiile 
joacă deci un rol important în explicarea proprietăţilor 


mecanice ale solidelor, permițind, de exemplu, înţelegerea 
mecanismului deformărilor plastice și, de aici, necesitatea 
elaborării de tehnologii pentru obţinerea materialelor cu 
parametrii doriţi. 

Defectele de suprafată sau bidimensionale sint defecte 
structurale, care apar la suprafaţa de separare a două 
părţi cu structuri diferite dintr-un cristal, între două cris- 
tale sau între faze diferite. Aceste defecte apar și la trecerea 
de la un agregat cristalin (grăunte, cristalită) la altul, cu 
orientări cristaline diferite. Defeetele pot apărea sub forma 
unui strat de tranziție, în care atomii ocupă poziţii inter- 
mediere între poziţiile atomilor celor două cristale vecine 
sau sub forma unui strat amorf, care nu are orientare cris- 
talograifică. În general, prin laminare la rece, într-un metal 
se formează un număr mare de grăunţi ; prin recoacere 
la temperatură adecvată are loc o grupare ordonată a dis- 
locajţiilor, conducînd la o îmbunătăţire a calităţii materia- 
lului respectiv. 


rr 


7.5. Starea electronilor liberi în solide 


După ce s-au imagnat diferite tipuri de cristale din 
care sînt făcute majoritatea solidelor, deci şi metalele, s-a 
încereat găsirea unor astfel de modele legate de structura 
cristalină, care să explice proprietățile fizice ale corpului 
solid. Primele modele aparțin fizicii clasice, bazindu-se 
pe rezultatele mecanicii şi termodinamicii. Cu aceste Mmo- 
dele au putut fi explicate un număr mic de proprietăţi 
ale solidului. Folosirea unor modele care se beazează pe 
pțiile fizicii cuantice a permis explicarea în plus a 
rietăţi legate de structura internă a solidelor. 


7.5.1 Modelul electronilor liberi 


În acest paragraf şi în următorul, vom înţelege prin 
solid o stare cristalizată a substanţei formată din nuclee, 
care ocupă nodurile reţelelor cristaline, şi din electroni, 
care se mişcă liber prin solid. Avind în vedere că cea mai 
mare parte a electronilor unui atom sint puternic legaţi 
de nucleu, rezultă că se pot mişca liber, de fapt, numai 
electronii de valență ai atomilor ce compun solidul res- 
pectiv, electronii formînd aşa-numitul gaz electronic. 
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Interpretarea proprietăţilor fizice cu ajutorul Anode- 
ulmi electronilor liberi a fost dezvoltată mai întîi} clasic, 
pe baza lucrărilor lui Drude și apoi ale lui Lorentz. 

În conceptia clasică, gazul electronic are următoarele 
proprietăți : este un gaz perfect, căruia i se poate aplica 
distribuţia după viteze a lui Maxwell; electrnonii se 
mişcă haotic în lipsa unui cimp electrice extern; sînt luate 
în considerare numai interacţiunile dintre | electroni și 
ioni, întrucît interacţiunile reciproce dintre electroni sint 
neglijabile. 

La vremea sa, teoriile lui Drude şi, respectiv, Lorentz 
au fost de un real folos la determinarea aproximativă a 
conductivității termice şi a conductivității electrice la 
temperatura camerei. Imposibilitatea însă de a explica 
valorile conductivității termice, respectiv conductivității 
electrice în apropierea temperaturii de zero absolut și 
chiar a valorilor exacte ale conductivității termice la 
temperatura camerei precum și a unor fenomene ca 
paramagnetismul metalelor, căldura masică electronică 
ete., a determinat aplicarea aparatului matematic al 
mecanicii cuantice pentru descrierea comportării ele- 
ctronilor liberi din metale. 

Modelul cuantic al electronilor liberi a fost dezvoltat 
de Sommerfeld. Conform acestui model, energia potenţiată 
a electronilor are o valoare constantă şi negativă în inte- 
riorul metalului și nulă în exteriorul său. Vom considera, 
deci metalul ca o groapă de potenţial — pentru simpli- 
ficare, unidimensional — de lăţime L, adincime PV = 
=. — V, şi conținînd N electroni (fig. 7.9). 


x= 0 x=L 


Se pune problema gäsirii stărilor permise pentru un 
electron aflat în groapa de potențial. Aceste stări pot fi 
găsite luind în considerare faptul că cei N electroni nu sint 
complet independenţi unul faţă de altul, tocmai datorită 
acțiunii principiului de exelusiune al lui Pauli, eonferm 
căruia, fieeare stare poate fi ocupată de cel mult doi elee- 
troni, avind spinii opuși. 
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Stările cuantice permise ale unui electron aflat în 
groapa de potenţial se află rezolvînd ecua tia lui Sehrodin- 
ger, cu condițiile la limită adecvate, 


Vey + (W—V)y = 0 (7.6) 


2m 


Condiţiile la limită sint : v = 0, pentru g = O şi pentru 


m — L (eândiţiile sint aceleaşi şi pentru direcţiile y şi 2). 

în acest fel, electronul poate fi considerat ca o undă, 
caracterizată de funcția de undă Ņ (x, 9,2) si de numărul 
de undă K 1 2x/1, unde à este lungimea de undă. În con- 
tinuare, vom scrie ecuaţia lui Schrodinger explicitind ener- 
gia einetică, 


W,LW-V=W-—[ 


în funcție de numărul de undă. În acest scop, conform 
formulei lui de Broglie, vom avea 


V) = Pa Vo (1:7) 


Wi ir DAU - (7.9) 


si deei 


(7.10) 


Funeţia de undă ce satisface această ecuaţie este de forma 
b = tho oR -7 
ci 


sau, pentru cazul unidimensional, 


Ņ cea Po ciăz ste Yo (cos Kg -i i sin K 


rezultă 
` ALLU 
Yi 


de uncie 


æ = 0, avem 4 (0) = 0, l 
= 2 sin kE = 0 gi deci KI : 


i 

SNA lt 

K = 
4 


16 —c. 2 


è fiind un număr întreg si pozitiv (l= 1, 2,3,...)/ Nu 
putem avea l — 0, deoarece dacă peste tot Y = 0 înseamnă 
de fapt că electronul nu există. 

În acelaşi timp, energia cinetică se serie 


pie e i a [ae "XA 
W c pess Kipri — — AKSIN RAY 7 ) 4 ta 
ZM 


Avind în vedere condiţia de normare 


pee 


unde , rezultă 


de unde 


t= 
Y) 


Dacă se rezolvă ecuația lui Schrödinger in cazul unei 
Cutii tridimensionale cubice, cu latura L, se obţine soluţia 


RENA apă DN i IERI SMETE AN 
Y = Ųp € Sai oaa A SA Ea more e AOL II Dogane E S O 


? 
L L L 

' (7.11) 
unde V este volumul cubului. 

Notind 


ide mT A 
K, = ie td AE A 
4 


rezultă 


ra 72 e -2 [nye 
K? panna K; -+ HK, T ani K: =% (=) (r + m2 Eka m), 


iar pentru energie se obţine 


h? vi tai 
W, = ; w) (2 -+ m? 4 nè). (7.12) 


L 


e 
to 


Se observă că datorită simetriei cubice a cutiei, există 
degenerescenţă, energia nemaifiind definită de numerele 


cuantide n, l, m, ci doar de 
pe = + PA mă, 


unde (l, îm, n) reprezintă un grup de numere cuantice, la 
care, dacă se adaugă numărul cuantic de spin m, se obţine 
grupul de bhumere cuantice (n, l. mı, m) ce caracterizează 
starea electronului aflat pe un nivel energetic. 

Energia corespunzătoare saltului electronul ui între două 


nivele succesive fiind dată de relaţia 
Wini + 1] — Wap = A 


rezultă că pentru un cristal avînd volumul de 10% ms, 
această energie este de aproximativ 10% eV, considerînd 
două nivele de la fundul gropii de potenţial. 

Informatii despre numărul de stări sau energia W pentru 
un număr de undă K dat, se pot obţine astfel. Considerăm 
spaţiul tridimensional K în care coordonatele axelor sînt 
K., K, ṣi K, (fig. 1.10, a). Un punct din acest spaţiu poate 
fi reprezentat, conform relaţiei (7.8), prin componentele 
momentului impulsului divizate prin termenul Ž. 

Să calculăm numărul de stări care au vect orul de undă 
cuprins între valorile K şi K + dK. În spaţiul coordona- 
telor respective, starea cea mai de jos poate fi reprezentată 
iura geometrică spaţială ce are dimensiunile 


go) Me aa d ee e AI Pa im 
L L L 


AASE 
A 


s 
K 
ELI 
E A | 
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pei de un cub care ocupă volumul (z/L); în spaţiul K 

( ig. 1.10, b). Impărţind volumul păturii sterice cuprinse 

si veetorii K și K -+ dK la volumul corespunzător unei 

Stări, rezultă numărul de stări avind numărul de undă 
cuprins între K şi K + dK, 

Minnt deR? ER. FN: 

ENA) e Ark? aKa PR 

8 (z/ L)? 


unde V este volumul cristalului. Termenul 1/8 apare 
deoarece am considerat toate stările n ; 


Asa corespunzătoare 
variaţiei vectorului de undă cu dE pentru toate direcțiile 
pozitive Și negative ale axelor de coordonate. — K 
Numărul total de stări care se află deasupra i 
cu numărul de undă K este A 


SEMA V f TENE "R3 
Nk) CĂ ja ak OERE (7.14) 
2r- J OT“ i lu 


Acest număr trebuie multiplicat cu 2, pentru a tine seama 
de spin, conform principiului de excluziune a lui Pauli. 
À Folosind ecuația (7.10), putem exprima ugor iile 
(7.13) şi (7.14) în funcție de energia cineti 
aceasta să observăm, folosind ecuaţia 
de stări pe unitatea de număr de undă 
lum a cristalului se serie 
dn E 


dN(K) 
——— = — unde n 
Var AK ore 


ecuaţiile 
Pentru 
numărul 


CELB CA 
şi unitatea de vo- 


i În mod asemănător, folosind (7.10), se observă că m 
mărul de stări raportat la o unitate de interval de energie 
şi la unitatea de volum a cristalului, se serie ruși 


dN(K) dn dn dK K2 


dWav aw aK aW m XEK 


Am obținut în acest fel un rezultat foarte important 
anume că densitatea de stări (pe unitatea de interval 


de energie) este proporțională cu (W -+ P). 
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Dacă un corp solid aflat la T = 0 K conţine N elec- 
troni) atunci numărul maxim de nivele ocupate va fi 
NI2 si stărilor cele mai de jos posibile le corespunde un 


nivel cu energia cinetică Wh, dată de 


de unde 


(7.15) 


unde n, este densitatea electronilor. 


Nivelul cu energia W% are o semnificație specială şi se 
numeşte nivel Fermi. El reprezintă energia maximă a 
electronilor la temperatura T = 0 K. Mai jos de acest 
nivel, toate stările sint ocupate, fiecare de către doi 
electroni diferiţi prin spini, iar mai sus, toate stările sint 
libere (fig. 7.11). Nivelul Fermi, aflindu-se în interiorul 
gropii de potenţial care re prezintă solidul metal, înseamnă 


că pentru a extrage electronii de pe nivelul Fermi şi 


a-i aduce la suprafața sa este necesară energia W,—numită 
lueru de extracţie. Se observă că adincimea gropii de 
t 


enţial este 


şi 
pc 


o 


PP, = pt We 


Starea energetică a sistemului de electroni la T = 0 
K poartă numele de stare Fermi sau starea fundamentală. 
Suprafața de discontinuitate, de energie constantă, care 
desparte regiunea din spațiul vectorului de undă cu nivele 
energetice ocupate de cele neocupate, se numeşte supra- 
față Fermi. 

Din relația (7.15) se observă că energia Fermi We 
creşte cu concentraţia electronilor ne. Acest lucru se ex- 
plică astfel : electronii adăugați solidului care conţine N 
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electroni, dispuşi pe stările cele mai i ibi 
» UISpuși pe stările cele mai jos posibile,/ vor 


ocupa obligatori ivele energetice ri 
y igatoriu nivele energetice mai inalte, ceea ce: 


face să crească valoarea Wp. 


Se poate defini chiar o temper FR i 
DS Poate Get enar o temperatură Fermi folosind 
WSA RA Į < ETON 1010510 


e kp este constanta lui Boltzmann. De exemplu, pentru 


Na rezultă Wo — 312 eV si T 37 06 E 
Na rezultă Wẹ = 3,12 eV și Tp = 37000 K. Această 
te îi folosită 


temperatură efectivă, extrem de mare, nu poa 
pentru obţinerea, energiei termice. deoarece. reţeaua de 
A din care este format metalul nu se încălzeste suficient 
Realitatea este că rețeaua de ioni poate doar sehiml a 
energie cu electronii, care, prin excitare trec e iei 
superioare de energie. Singura energie disponibilă am aA sea 
a rețelei însăși care la temperatura camerei este de Apron. 
mativ 0,025 eV pe ion. De fapt vor schimba energiei cu 
reţeaua de ioni numai o parte dintre electronii din m stal 
ȘI anume cei aflați pe nivelul cel mai de sus și după inc, 
ii himb vor trece pe nivele inferioare din groapa de i hp ăi 
tial. In mod asemănător, se argumentează, fa; tul e MĂ 
căldura specifică a solidelor contribuie un n erh pre 
de electroni, Această idee este în contradictie cu tedni 
cinetic clasică, în care se presupune că toti elect onii din 
plic contribuie la energia termică egală cu (3 12) kT. 
sigur că rezultatele clasice nu sînt în acord eu ezita be 


e sub 
electro- 


i. Studiul distribuţiei de echilibra 

i o temperatură T >0 se fac iuto 

i la O ter rā >0 se face c utorul 

iuneţiei de distribuţie Fermi- jetoi. 

bilitatea ca o stare cuantică cu en it "Ba scubi id ui 
vo sta antică cu energie W să fie ocupată la 

temperatura T: j HEU pana ta 


] 


1 + exp (W — Wp)/kT 


. (7.16) 


Este cl j - 0 K probabilitatea ca o stare cu nivel 
energetic Wp sá fie ocupată de electroni es e primiti 
egală cu unitatea sub nivelul Fermi Wp şi nulă daonn kir 
acestui nivel. Comportarea functiei de cb pa pe Merka 
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Dirae la 0 K şila T #0 K (T, >T, > T) este arătată 
în figura 7.12. Se observă că indiferent de temperatura 
solidului, pentru W — Wp, funcția de distribuţie este egală 
cu 1/2, Rezultă de aici că putem defini nivelul Fermi c2 
fiind acel nivel pentru care probabilitatea. de ocupare este 
1/2. În mod asemănător se defineşte energia Fermi. 


Dacă avem în vedere că pe fiecare nivel energetic, 
conform principiului lui Pauli, pot exista maximum doi 
electroni cu spinii antiparaleli, numărul electronilor pe 
nivelul cu energia W este dat de relaţia, 


(>) 


s (7.17) 


1 exp (VW — WakT 


7.5.2. Modelul, benzilor de energie 


kda 


Cu ajutorul modelului electronilor liberi, descris mai 
sus, este posibilă explicarea satistăcătoare a un or compor- 
tări caracteristice metalelor. 

Folosind acest; model, s-a dedus legea lui Ohm precum 
şi legea lui Wiedemann-Franz cu privire la raportul dintre 
conductivitatea electrică şi cea termică. Acelaşi model nu 
explică însă împărţirea solidelor în buni conducători 
electrici, cum sint metalele, în izolatori ca de exemplu 
sulful şi în semiconductori cum sînt germaniul şi siliciul 
şi nici deosebirea în ce priveşte valorile rezisti vităţii pre- 
cum. şi variaţia sa cu temperatura. Din „aceste motive 
s-au căutat şi alte modele care să explice faptele experi- 
mentale. 

Unul dintre modelele, care s-a impus, explicind unele 
proprietăţi ale solidelor și în special al semiconducto- 
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rilor, pe seama structurii lor interne este modelul benzilor 
de energie. La acest model se poate ajunge în mai multe 
moduri, din care vom indica două, în cele ce urmează, 

Se poate ajunge la modelul benzilor de energie piecing 
de la aşa-numitul model al electronilor cvasiliberi. Con- 
form acestui model, ionii sodiului fiind situaţi în nodurile 
reţelei cristaline, sint consideraţi practice imobili sau, în 
orice caz, au o miscare foarte lentă faţă de cea a electro- 
nilor (aproximaţia adiabatică). În același timp, se negli- 
jează orice alte interacțiuni în afara celor electrostatice 
şi deci, electronii de valență se mişcă de fapt în cîmpul pe- 
riodie al cristalului, format printr-o aranjare regulată a 
ionilor. 

Pentru a pune în evidenţă efectul reţelei asupra miş- 
cării electronului, vom considera că functia de undă 
care îl caracterizează, W(a), trebuie să respecte i 
cristalului, adică p(s) = Ņ pe + a), unde a este constanta 
reţelei eristaline și W(2)|2 = |}(æ -+ 0)|?, deci probabili- 
tăţile de găsire a abat Li în stările æ şi v+ a sint 
identice. Toate acestea arată de fapt că funeţia 
în cazul electronilor cvasiliberi, numită si funcţia] j 
are o amplitudine care depinde de periodicitatea reţelei, 


4(r) ieai u(r) pik -7 X 


unde u(r) este amplitüdinea care se repetă de la o celulă 
a rețelei la alta. 
În cazul în care ionii rețelei sint suficient dè îndepăr- 
taţi, încit între ei să nu se manifeste interacţiunea, electro- 
statică, amplitudinea u(r) a funcţiei de undă a electronului 
cyasiliber, tinde asim ptotic la pọ — amplitudinea functiei 
de undă asociată electronului liber. În acest caz, nepinin- 
tu-se seama de energia potenţială de interactiune dintre 
cleetronii liberi şi ionii din nodurile rețelei, energia unui 
eleetren va fi, conform relaţiei (7.10), 


2m 


deci o funcție continuă de numărul de undă K. În figura 
1.13 este redată reprezentarea grafică a funeţiei W= 
= Ț(), care, după cum se vede, are forma unei parabole. 

Problema eare interesează este de a stabili distribaţia 
energiei eleetronilor evasiliberi din eristal. În acest seop 
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vom folosi, fără a reduce din generalitate, modelul simplu 
de reţea cristalină, unidi mensională — numit și modelul 
io -Penney. Conform acestui model, electronii de 
ă, satistăcînd toţi ionii aflaţi în nodurile r rețelei 
cristi sine, se deplasează printr-o succesiune infinită de 


Krol 


gropi de potenţial avind adincimea V., cu ipoteza si 
catoare că potenţialul este foarte mare în punetele 
află ionii, în comps cola cu restul punctelor din c 
Fie o succesiune de gropi de potenţial de lă 


si avînd forma din figura 7.14. Tonii sint situaţi în punc- 


sang | “e SC m rme 
| | | | 
i | | | i] | 
w | | | 
Fig. 7.14 | | | | | | 
| | | | | | iw 
EEK VA | ARE pa 
| | Aa Eaa A 
BA. D e te A E Ma 
—B a a+b 2a+b 2la+b) 


A, Ap... şi sint separați prin bariere de potenţial 
lţime V, şi lăţime b, asttel că a-b va Îi chiar con- 
stanta reţelei cristaline. 

Starea unui electron cu energia W< Vo şi care străl 
a de poteng al prin efect tunel este descrisă de ecu 


jate 


Pentru regiunea în care potențialul este nul (0 <<a), 
soluţia. ecuației se scrie 


4, (2) a A etj Benter 
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în timp ce în regiunea maximelor de potenţial (aa <44-q} 


Ma) 0 ete 4 Def, 


unde 
a = [2m WR?) si 8 = (Vo — WRI. (7.19) 
Vom trece peste o serie de calcule matematice inter- 
mediare nesemnificative, considerind că y (e) şi t(s) 
sint funcţii de tip Bloch (7.13). În continuare se pot deter- 
mina coeficientii A, B, C, D impunind ca funcţia u și 
derivata sa du/dw să satisfacă condiţiile de continuitate 
şi periodicitate a regiunilor considerate. Cum însă con- 
diţia de periodicitate impune ca ecuaţia lui Schrödinger 
să rămină invarianță faţă de transformarea æ = < + a, 
înseamnă că d(x + a) poate să difere de (x) dar printr-un 
factor constant, adică p(x) = ei? . Y (æ+ a). 
În acest fel, se obține un sistem de patru ecuaţii omo- 
gene şi din condiția ca sistemul să aibă soluții nebanale, 
rezultă o relație de forma í j 


Bab . ; 
ci SINA A CDB a a = COS ka 
2 ad 
sau, făcîndu-se substituţia 
AIR N" 
) o tab 
P him =, 
B>œ 2 
b0 
rezultă 
„Sin aa y = 4 
P +cos«a = cos Ka, (7.20) 


«a 
unde P este penetrabilitatea (transparenţa) barierei de 
potențial. 

S-a obţinut în felul acesta o ecuaţie care leagă energia W 
conținută în termenul « și numărul de undă, expresia 
(7.20) fiind în acelaşi timp o soluţie generală a ecuaţiei 
lui Sehrodinger pentru punctele O, a, a+b. De observat 
că, întrucit —1 < cos ka < +1, rezultă că si 

i< Ė saath L- coS aa < +1, 
aa 


ceea ce arată de fapt că electronii cvasiliberi din cristal 
nu pot avea orice fel de energie. Cu alte cuvinte, spectrul 
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energetic al electronilor evasiliberi prezintă porțiuni per- 
mise, separate de altele interzise ale energiei. 
Zonele permise sint caracterizate de faptul că transpa- 


renta barierei de potenţial este totală, P — 0 şi din (7.20) 
rezultă « = K, unde —— < E < + —. Avind în vedere 
i & a 
relatia (7.19), rezultă 
h ý P rr A . 
We KE, (7.21) 
2M 


Aceasta este expresia energiei permise electronului Uber, 
în functie de numărul de undă. Zonele interzise ale ener- 
gjej electronului sînt caracterizate de faptul că transpa- 
renta barierei de potențial este nulă, deci P — oo, şi elec- 
tronul are doar o mişcare în jurul ionului său, ca şi cum 
s-ar mişca într-o cutie. Valorile lui « care satisfac ecuaţia 
i fi numai acelea pentru care sin «a = 0, in 
x = 0. Din această condiţie rezultă 


i SIN ad Ara BIN Mold 
lim ——— = 0 sau lim P———— = o. 
a9 ad P>% ekt 

[e AS 


Or, acest lucru înseamnă că sin aa = 0 şi deci ya = nm, 
unde n = 0, 1, 2, 3, ..., de unde se obţine 


peak ( i ` në. 
2mi a 


În acest al doilea caz, electronul apare izolat, iar din 
lcos ka| =1 rezultă că stările nepermise apar atunci cind 
ărul de undă K va lua valorile 


K i i Mica pt Pe AR 
a 


În fisura 7.15 este reprezentată variația funcției, 
sin ag 


Fla, a) = Po ———— 005, aa, 
ad 


în functie de aa. Se observă că energiile electronului sint 
grupate în benzi permise AW,, AWa, AWa... (hagurate 
în desen) si benzi interzise de energie. Se constată că o dată, 
cu creşterea energiei (conținută în termenul a), lăţimea 


251 


benzilor permise se măreşte, în timp ce a benzilor interzise 
scade. În interiorul fiecărei benzi permise energia variază 
continuu în functie de numărul de undă K. 

Pentru punerea în evidenţă a benzilor de energie 
poate. reprezenta energia W a electronilor dată de relaţia. 


Fig. 7.15. 


(7.21) în functie de numărul de undă K. Pentru ace: 
să observăm că o bandă permisă de energie s-a obţii 


pentru zona în care — — <K < + — , şi o bandă neper- 
a aq 
misă în zona K — 4+-x/a. In figura 7.16 este a 
N | y A 


N į 
| | 
h Y 
PN PAI | 
LL i PN II BN 220 
DY f 


Fig. 7.16. 


curba plină, dependenţă W — AK} pentru electronii cva- 
siliberi, în comparaţie cu aceeaşi dependenţă, pentru 
electronii liberi (curba punetată), iar în dreapta figurii 
este redat modul de dispunere a benzilor de energie. 


La modelul benzilor de energie se poate ajunge urmă- 


rind procesul de formare a unei structuri cristaline simple, 
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unidimensionale pornind de la considerentul că un cristal 
este format prin apropierea unii de alţii a atomilor ce 
formează un colectiv de atomi izolaţi. În cazul atomilor 
izolaţi, cînd distanța r dintre atomi este mult mai mare 
decit constanta reţelei cristaline (r > a), electronii își 
păstrează stările lor energetice din atom şi se dispun pe 
nivelele de energie 1s, 2s, 2p etc., cu respectarea princi- 
piului lui Pauli. În figura 7.17 s-a reprezentat schematic 
dispunerea electronilor pe nivelele de energie corespunză- 


toare pentru doi atomi de Na aflați la distanța r>a. 
Nivelele energetice fiind identice pentru un grup format, 
de exemplu, din N atomi, spunem că vor fi de N ori dege- 
nerate. În interiorul cristalului însă, atomii sint suficient 


de apropiaţi între ei şi pentru r = a, mişcarea electronilor 


unui atom este perturbată de prezenţa celorlalți atomi. 
Acest lucru conduce la modificarea nivelelor de energie 
i la micsorarea înălţimii barierelor de potenţial pe care 
trebuie să le învingă electronii pentru a trece de la un 
atol 


n Ja altul. În figura 7.18 este arătată schema nivelelor 
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țelei cristaline. Se observă că înălțimea barierei de poten- 
tial a scăzut mult pentru electronii 15, 2s şi 2p, în timp ce 
pentru electronul 3s această barieră a dispărut si cei 2 
electroni 3s ai celor doi atomi au devenit practic liberi. 
În plus, celor două nivele 3s nedegenerate ale atomului 
liber, le corespunde o bandă de energie 3s, formată din 
două subnivele. l l 

Prin generalizare, în cazul unui cristal real format din 
N atomi identici, aflati în nodurile reţelei, fiecare nivel 
energetic atomic discret se despică în N subnivele, care 
se grupează în benzi energetice permise, între care se află 
benzi interzise (fig. 7.19). Se observă că nivelele electro- 


Fig. 7.19. 


nice periferice sînt mai perturbate decit cele profunde ş 
că pe măsură ce distanța dintre ioni scade, benzile de ener- 
gie încep să se suprapună. 

i Fiecare bandă de energie conține un număr limitat de 
nivele energetice şi la 0 K, nivelul de cea mai joasă ener- 
gie, conform principiului de exclusiune a lui Pauli, poate 
fi ocupat de maxim doi electroni eu spinii opuşi. Restul 
electronilor se dispun, cìte doi, pe nivelele energetice supe- 
rioare, în cadrul benzii permise respective, astfel că la 0 K, 
ultimul nivel energetic care ar putea fi ocupat de electroni 
este nivelul Fermi căruia îi corespunde, aşa cum s-a arătat 
mai înainte, energia Fermi. 

Repartiția electronilor pe nivelele energetice are loc 
ţinîndu-se seama de statistica Fermi-Dirae, astfel încât 
numărul electronilor pe nivelul cu energia W este dat de 
relaţia (7.17). Ultima bandă ocupată complet sau parțial 
cu electroni la 0 K s-a numit bandă de valență (BV), 
în timp ce prima bandă complet liberă de electroni la 0 K 
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sa numit bandă de conducţie (BC). Electronii din benzile 
permise aflate sub banda de valență sînt electroni puter- 
nic legaţi de atomi, motiv pentru care este necesară o 
energie foarte mare pentru a fi smulşi din atomi. 
Conform modului de ocupare a benzilor de către elec- 
troni, toate solidele pot fi clasificate în două mari grupe. 
O primă grupă de solide o formează metalele, care, 
deasupra ultimei benzi ocupate, urmează 0 bandă parţial 
ocupată de electroni care formează banda de valență. 
La asemenea corpuri, nivelul Fermi trecind prin banda de 
valență, în afară de nivelele ocupate de electroni aflate 
sub nivelul Fermi, vor exista şi nivele energetice neocupate 
de electroni, deasupra nivelului Fermi (fig. 7.20, a). O 
astfel de dispunere a nivelelor energetice se realizează la 
W, 


[e 
9 
c 
(= 


toate elementele ce formează metalele alcaline. De exem- 
plu, banda de valență a cristalului de Na formată din 
nivelele 3 s ale atomilor este numai pe jumătate ocupată 
de electroni. O bandă parțial ocupată se poăte realiza şi 


ca urmare a suprapunerii parțiale a unei benzi ocupate 


sau parțial ocupate cu o bandă liberă, neocupată, cum se 
întâmplă în cazul beriliului sau la metalele alcalino-pă- 
mîntoase (fig. 7.20, b). În ambele cazuri, un cîmp electric 
de valori obişnuite sau o temperatură mai, mare de 0 K 
poate să treacă electronii pe stări electronice mai înalte, 
de exemplu, în banda de conducţie, electronii respectivi 
contribuind la conducţia curentului electric şi a energiei 
termice. Solidele care prezintă o bandă parţial ocupată 
sint în general metale sau semimetale. La astfel de solide 
suprafaţa Fermi are sens fizic și la T # 0 K. Asemenea 
suprafeţe izoenergetice pot fi suprafețe închise sau des- 
chise, de diferite forme, fiind funcție de natura metalului 
respectiv. De exemplu, la metalele monovalente, la care 
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banda de valență este parţial ocupată, suprafata Fermi 
are forma unei sfere, motiv pentru- care se mai numeste 
şi sfera Fermi. 

"Oa doua grupă de solide o formează acelea, la care 
deasupra ultimei benzi ocupate cu electroni urmează o 
bandă complet liberă, despărțite între ele printr-o bandă 
energetică interzisă W, în care este plasat nivelul Fermi. 
În funcţie de lărgimea benzii interzise, numită şi energie 
de activare, solidele din această grupă se împart în dielec- 
trici (izolatori) şi semiconductori. Dielectricii includ acele 
solide la care W, > 3 eV (tig. 7.20, c). De exemplu, dià- 
mantul are W, = 5,2 eV, iar ALO, are W, = T eV ete. 
Un cimp electric de valori obişnuite nu face posibilă tre- 
cerea electronilor din banda de valență în banda de con- 
ductie. Cimpuri puternice, de ordinul a408 V/m pot rea- 
liza acest lucru, fenomenul numindu-se străpungere elec- 
trică. Semiconductorii, deşi la 0K sînt şi ei izolatori, la 
temperaturi mai înalte o parte dintre electronii din banda 
de valență pot trece în banda de conducţie, deoarece au 
lărgimea benzii interzisă W, = 1 eV (fig. 7.20, d). De exem- 
plu, la germaniu W, = 0,66 eV, la siliciu W, = 1,05 eV, 


la Sbin W, = 0,17 eV, la AsGa W, = 1,43 eV ete. 


7.6. Proprietățile fizice ale solidelor 


Proprietățile fizice ale corpurilor solide depind atit 
de elementele rețelei cristaline şi de interacțiunile dintre 
particulele atlate în nodurile rețelei, cît și de mişcarea elec- 
tronilor liberi sau cvasiliberi și interacţiunea dintre ei și 
elementele bazei reţelei cristaline. Unele dintre proprie- 
tăţile fizice ale solidelor, cum sint proprietăţile mecanice 
şi termice pot îi interpretate, nezglijind mişcarea electro- 
nilor sau în orice caz aceştia contribuind cu un termen de 
corecție la mărimea mecanică sau termică. În acelaşi timp, 
proprietăţile electrice şi magnetice pot fi înțelese numai 
considerind: mişcarea electronilor prin rețeaua cristalină, 
În cele ce urmează vom discuta pe scurt unele proprietăţi 
fizice ale corpului solid. 


1.6.1. Proprietăţi mecanice 

O serie de proprietăţi mecanice, cum sint elasticitatea, 
plasticitatea, duritatea, fluajul, ductilitatea, rezistenţa, 
la oboseală etec., constituie și cele mai caracteristice pro- 
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prietăţi ale solidelor. Cunoaşterea lor este de mare impor- 
tanță în industrie și în economie în general, motiv pentru 
care au tost studiate dea-a lungul timpului. O serie de 
nume date diferitelor perioade ale culturii umane, cum 
sint epoca de piatră, epoca bronzului sau epoca fierului, 
reflectă numele unor solide, ale căror proprietăţi mecanice 
au determinat un salt calitativ în procesul dezvoltării so- 
cietățţii umane. 

Proprietăţile mecanice ale solidelor enumerate mai sus 
se datorează în special proprietăţilor reţelei cristaline. 

Presupunem că o forţă deformatoare acționează asupra 
unui corp solid. Sub acţiunea acestei torţe, constituienţii 
(atomi, ioni) ce formează reţeaua cristalină se depla- 
sează din pozițiile lor de echilibru, solidul suferind o defor- 
mație. Dacă forța deformatoare nu este prea mare, deci 
distanța dintre nodurile retelei cristaline nu depăşeşte o 
anumită valoare critică, la suprimarea forței dispare şi 
deformația care se numeşte în acest caz elastică. Din con- 
trá; dacă forța detormatoare depăşeşte o anumită valoare, 
deformația devine plastică, caz în care corpul nu mai 
revine la forma iniţială. 

În $ 7.2 s-a arătat că energia de interacţiune dintre doi 
atomi A și B este funcție de distanţa r dintre ei, aşa cum 
arată curba V(r) desenată prin linie plină în figura 7.21, a, 


— — e 


Fig, 7.24 


Dacă atomul B se deplasează cu distanța x de poziţia de 
echilibru 7,, atunci la un moment dat se va afla, faţă de 
atomul A, la distanța r = r, +% şi energia particulei 
devine V(r). Se poate calcula variaţia energiei particulei 
V(a) = V(r) — V(r) prin dezvoltarea în serie Taylor a 


tuncţiei V(x) după puterile lui 7, 


d oV MANAL OpY pe EA Tia E RA 
Pieejas ( za) AEI (rai dA ONITE r 


(1.22) 
întrucit curba energiei potenţiale trece printr-un Pia 
nim în dreptul punetului 0”, rezultă că (90V/07), = 


A 1 oFV AILE 
V (æ) Singi ( P bpe Aar j Ls 


unde k este constanta de elasticit ate a corpului. Ana j 
expresie este doar aproximativa, întrucit yn Arae mg 
numai termenul pătratic din relaţia 1.22, negli ine i iuli 
de ordin superior. Dependenţa corectă ] = f) est er ta 
mată prin parabola desenată punctat în figura (.21, a. 


şi deci 


în mod asemănător, forța de interacţiune dintre eo 
doi atomi, cînd distanța dintre ei variază cu valoarea 2, 
va fi j 
IP Sibiu 08 kx, 
dr 


variatia forței în funcție de distanţa œ fiind arătată in 
e O Į 
Henra” 1.21, b. Masi ZA 
= Am obținut în acest fel un rezultat deosebit, cind far 
care acționează asupra unei particule este proporţională cu 
A i $ . E ide in energia aa 
deplasarea sa faţă de pozitia de echilibru, iar e ie > b 
potențială este proporțională cu pătratul acestei epis 
sări. Aceasta corespunde așa-numitei a proximații al pri 
Vom folosi acest rezultat pentru deducerea legii lui Hooke 
în elasticitate. | Îl li 
Presupunem că o pereche de forțe armonice F ipsa 
nează asupra capetelor opuse ale unei bare solide de iun- 


gime l si sectiune £ (fig. 7.22). Ca urmare a acestei acţiuni, 
5 va y è 


Fig. 7:22. 


distanța dintre două plane cristaline vecine creşte cu va- 
loarea w, iar întreaga bară se alungeşte cu Al. În bara res- 
pectivă apar tensiuni interne P care se vor opune depla- 
sării atomilor din nodurile rețelei cristaline, față de po- 
ziţia de echilibru, 


F=fNÆNkv, 


unde N este numărul de particule din stratul atomic de 
sectiune 8. 
Efortul unitar care apare în bară va fi 


7 N 
o = — = — kg = cx, 
S S 


unde e = N k/S. Multiplicind şi împărțind termenul drept 
din ultima relație cu 7 — distanța dintre două plane cris- 
taline vecine, se obține 


o =m HE Be, 
fo 
unde 
l Nt 
E = cro = —— kro 
S 


este modul de elasticitate, sau modulul lui Young (la me- 
tale £ = 1011 N/m2), iar 


Hi 


iise pi 
fin 

este variaţia relativă a parametrului rețelei în direcția 

fortei externe F. 

Se poate găsi alungirea relativă a barei studiate, dacă 
multiplicăm atit numărătorul cît şi numitorul expresiei 
lui e cu numărul de straturi atomice N” conținute în eşan- 
tionul de lungime l, 


un A li Al 
N d 
În acest fel, relaţia 
G = He 


reprezintă bine-cunoscuta lege a lui Hooke, care afirmă 
că efortul unitar este proporţional cu alungirea relativă, 
cind forţa deformatoare nu depăşeşte o anumită valoare 
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Modulul de elasticitate E depinde numai de natura 
constituienţilor din care este făcut corpul şi din modul 
lor. de aranjare în reţeaua cristalină. În figura 1.23 este 
arătată variaţia o = f(e). Proporţionalitatea dintre o şi 
e se respectă numai pe porțiunea liniară OP, iar pe por- 
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tiunea PO, coexistă atit deformația elastică cit şi cea plas 
tică. În punctul O(cc, ec), numit punct critic, incepe de- 
formația plastică, deformație ce se menține total sau par- 
tial şi după suprimarea forței. Punctul critic reprezinta 
limita de curgere sau de fluiditate, după care materialul 
„curge” fără vreo solicitare suplimentară. Dacă după 
atingerea limitei de elasticitate, curba o = fle) prezintă 
porțiunea QZ, se spune că materialul din care este tăcută, 
bara de studiat suferă o transformare numită ecruisaj. 
Fenomenul are loc la metale şi aliaje şi constă în întărirea, 
lor ca urmare a deformării la rece. Pentru a reveni la pro- 
prietăţile anterioare, metalul se recoace, ceea ce face ca 


cristalele deformate să se recristalizeze, adică să revină, 


la forma lor iniţială. | 
“Crescind în continuare efortul unitar, se ajunge in 
punetul Z, numit limită de rezistenţă, cind bara incepe să 
se gâtuie, iar în punetul Fè are loc ruperea el. gi 
“Atât la întindere cît şi la comprimare se schimbă şi 
dimensiunile transversale ale barei. Dacă d, este dimen- 
siunea, transversală, se verifică relația 


unde u este coeficientul lui Poisson (u ~ 0,3 pentru metale). 

Există totuşi unele deosebiri între datele experimen- 
tale privind caracteristicile mecanice ale corpului solid 
şi cele teoretice, dacă pentru acestea din urmă s-a folosit 
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modelul de corp solid constituit din cristale ideale. Acest 
lucru a fost pus pe seama rețelei cristaline imperfecte, 
care stă la baza constituirii corpurilor naturale. S-a con- 
statat, de exemplu, că dislocațiile au un rol hotăritor 
în gradul de manifestare al unor proprietăţi ale solidelor. 
Un număr mare de dislocaţii într-un metal îl face mai 
uşor deformabil, cheltuindu-se o energie mai mică pentru 
deformare. 

Alte proprietăţi caracteristice metalelor, cum sint 
oboseala metalelor (proprietatea de a deveni casante ca 
urmare a deselor solicitări) și fluajul (variaţia deformaţiilor 
în timp) n-au primit încă o explicaţie ştiinţifică satistă- 
eătoare. 


7.6.2. Proprietăţi termice 


v. Ca si proprietăţile mecanice şi proprietăţile termice ale 
solidelor pot fi explicate pe seama comportării particulelor 
ce se află în nodurile reţelei cristaline. Dintre proprietăţile 
termice vor fi discutate pe scurt căldura molară, conduc- 
ți vitatea termică și dilatarea termică. 

Căldura molară C a solidelor se defineşte ca fiind căl- 
dura necesară unui mol de substanţă pentru a-i ridica tem- 
peratura cu un grad. 

Căldura masică c, este căldura necesară unităţii de 
masă de substanţă pentru a-i ridica temperatura cu un 
grad. Cele două mărimi sînt legate prin relaţia C = ue, 
u fiind masa unui mol de substanţă şi deci C şi cau ace- 
leaşi variaţii la variaţia unor parametri. Au fost imaginate 
mai multe modele pentru explicarea căldurii molare (spe- 
cifice). În modelul clasic se consideră că fiecare atom aflat 
în nodul reţelei cristaline reprezintă un oscilator armonie 
liniar și independent, care poate oscila pe trei direcţii re- 
ciproe perpendiculare. Conform mecanicii clasice, fiecare 
oscilator posedă energia pe un grad de libertate egală cu 
kT, formată din energie cinetică şi energie potenţială, în 
părţi egale (kp este constanta lui Boltzmann). 

Considerind că cristalul este compus din N atomi, fie- 
care avind trei grade de libertate, rezultă că energia internă 
va fi 
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iar căldura molară la volum constant a corpului va fi 


Dacă se va lua chiar un mol de solid, deci N va fi egal 
cu numărul lui Avogadro N, şi cum Natke = R — con- 
stanta universală a gazelor, rezultă 


Cy = 3 R = 25 J/grad. mol, 


ceea ce arată că de fapt căldura molară are valoare con- 
stantă și este independentă de temperatura şi de natura 
solidului. Acest enunţ reprezintă legea lui Dulong și Petit. 

Experiența a arătat însă că spre temperaturi mai 
mici, legea nu este valabilă și, conform principiului al 
treilea al termodinamicii, căldura molară tinde spre zero. 
În figura 7.24 este arătată dependența 0, = f(T) pentru 
câteva substante solide. Linia punctată corespunde valorii 
căldurii molare, date de legea lui Dulong- Petit. 

Pentru a explica comportarea căldurii molare la tem- 
peraturi mici, Einstein a elaborat un nou model de solid, 


100 200 300 
UKA 


Fig. 7.24. 


tinind seama de cuantificarea energiei sistemelor dè pa r- 
ticule legate. Conform acestui model, cele N particule d in 
nodurile rețelei cristaline constituie 3N oscilatori armonici 
liniari, independenți, care oscilează toți cu aceeaşi frec- 
ventă v = œ©/2m. Conform teoriei elaborate de Plane k, 
energia fiecărui oscilator variază in salturi egale cu e = ko 
şi nu continuu, cum afirmă mecanica clasică. 

Întrucît chiar la 0K, fiecare asemenea oscilator mai 
posedă o energie de zero sọ = hy]2, rezultă că energia 


"nn 


totală a oscilatorului va fi 


e — e — ne (n = 0, A 23 Pe 


>n -r eD i 
Se poate calcula energia medie <£ > a oscilatorului 
considerind că probabilitatea ?, ca oscilatorul să posede 
energia c, este dată de formula lui Boltzmann, 
Q = A exp [— ea (kT) ] = A exp [> teot ne)|(kT)], 


n 
unde A este o constantă, ce se determină din condiţia de 
normare a probabilității, 


y S ie eul co /(kT)JA Y exp [— me[(k1)]=] 


Se poate serie energia medie a oscilatorului astfel : 


00 00 
Ep y, mexpl— ne](kT)]] Y exp l— nellkTY]. 


n=0 n=0 
Conform formulei pentru progresia geometrică, avem 
ga FFT 1 7 
3, exp [— fs (6 TD) = Al aP LA în lit 
n=0 
Diterenţiind ambii termeni în raport cu e, se obţine 
ca - îi 
n exp [— ne/(kT)] = 
n=0 
—exp Hela T — expl— ekb? 
si deci energia medie a oscilatorului se serie 


KR „Tai ENE 


Considerind că cristalul, conține Na oscilatori, rezultă 
energia 


U a A AEE N a 
toes 0 exp [e/(kT)]—1 


L 
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de unde se obţine căldura molară la volum constant, 


Cp = (i BN ARE Su). exp [e/(k7)]/ 
ALS kT j 


Hexp [e/kT)]— 12. 


Aceasta reprezintă formula lui Einstein pentru căldura 


molară și ea descrie corect variaţia Cp= f(T). Se observă 
că pentru temperaturi suficient de mari (7—o00), C, > 
= IN k V= 3R, iar pentru T i0 se obţine "i iu 


Cy = 3R [e [(kD)E exp [—e/(k7)] > 0. 


Dacă se compară rezultatele experimentale ale căldurii 
molare cu cele teoretice, obţinute din teoria lui Einstein, 
se constată unele abateri la temperaturi mici. Formula 
lui Einstein dă valori mai mici decit cele experimentale, 
datorită faptului că s-a impus ca oscilatorii să fie inde- 
pendenţi şi să oscileze toţi cu aceeaşi frecvenţă. 

Din acest motiv, s-a impus dezvoltarea unui alt model 
de solid, care să ţină seama de interacţiunea dintre atomii 
aflați în nodurile reţelei cristaline. Un model îmbunătăţit 
a tost propus de Debye, care are la bază atit conceptul de 
cuantificare a energiei oscilaţiilor din reţeaua cristălină, 
cît şi faptul că reţeaua solidului este considerată ca o uni- 
tate în care se propagă undele mecanice. Asemănător 
fotonilor din fluxul electromagnetic, se consideră că pur- 
tătorii undelor mecanice din cristal sînt niște particule 
fictive, numite fononi, al căror număr creste proporţional 
cu temperatura. 

Conductivitatea termică. Conducţia termică este un feno- 
men de transfer și, ca și alte fenomene de acest tip, el 
are loc ca urmare a existenţei unei situaţii de neechilibru 
în sistem. Mai concret, existenţa unui gradient de tem- 
peratură în solid, face posibil transferul energiei termice, 
dintr-o parte a solidului, în care temperatura este mai 
mare, în altă parte a solidului, în care temperatura este 
mai mică. 

In cazul solidelor, transferul de energie se realizează 
prin diverse mecanisme, în funcţie de tipul solidului : 
electronii liberi la metale şi fononii în dielectrici şi semi- 
conductori. La oricare dintre tipurile de solide, considerat 
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ca mediu izotrop, experienţa arată că este valabilă legea 
lui Fourier, 


unde () este de nsitatea fluxului de căldură. 


Vom descrie pe scurt un model cinetic, din care să, re- 
zulte expresia coeficientului de proporţionalitate n, numit 
coeficient de conductivitate termică. În acest scop, con- 
siderînd că electronii și fononii formează un amestec de 
gaze, ca urmare a ciocnirilor electron-electron sau fonon- 
fonon, energia este transferată în direcţia scăderii gradi- 
entului de temperatură, transferul avind loc pină la 
stabilirea unui echilibru termic: 

Fie deci trei plane paralele, separate prin distanţe 
egale cu drumul liber mediu (fig. 7.25). Presupunind că 
fiecare dintre componenți se deplasează cu viteza medie 


(2) şi că această viteză nu se schimbă pe distanţa dru- 


mului liber mediu, înseamnă că; prin planul imăginar P 
de la stinga la dreapta o șesime din numărul 


trec liber «€ 
total de particule aflate la temperatura T}, iar energia 
transferată prin unitatea de arie și în unitatea de timp 
va fi.. 


inci SRNA 
Qu = Ne [- ka)» 
6 2 


; ; ie 
unde kp este constanta Boltzmann, iar <v» este viteza medi. 


4 1 U 3 t 4 1 
a undelor mecanice, care este egală cu viteza sunetulu 


prin solidul respectiv. 


În mod asemănător, energia transferată de la dreapta, 
spre stinga va fi 


Pi 3 ză 
Qs = go kaTa): 
6 2 


Le) 
© 
W! 


“Oonsiderind T; > Tp, energia metá transferată va fi 


Conform celor spuse mai sus, O particulă suferă. două, 
«ciocniri, una în planul P şi alta în planul B, astfel că. gra- 
„dientul de temperatură traversat va fi 

dT Ti — T; 


dz 2< AY 
Înlocuind aceste rezultate în relația (7.23) rezultă 
d mgb zi h A TS 
= Na kal TESE EE în 3 z , 
i 2 $A? 
de unde 
dileze, bg lint, Prun i Hin 
n = N kga L) = -y OKR I (7.24) 
= ; 
ái ð 


în care am înlocuit Cp — capacitatea calorică pe unitatea 


Sro = sho A iE ANT 
de volum, cu — Nkp. Trebuie să menţionăm aici că nu 

9 

“d 


toți electronii atomilor dintr-un metal participă la trans- 
ferul energiei termice. La temperatura camerei, vor rea- 
liza acest lueru numai electronii din apropierea nivelului 
Fermi, deoarece numai aceştia pot efectua salturi cuantice. 
Acest lucru arată, o dată în plus, că gazul electronice nu 
„este în totalitate analog cu gazul termodinamic, una dintre 
„deosebiri constînd în aceea că gazului electronic nu i se 
poate aplica teorema echipartiţiei energiei pe grade de 
libertate. 

Variația coeficientului de conductivitate termică în 
funcție de temperatură prezintă un maxim la o tempera- 
tură caracteristică fiecărui solid şi apoi scade, atit spre 
temperaturi mai mari, cît și spre temperaturi mai, joase 
(fig. 7.26). La temperaturi mai mari. decit temperatura 
caracteristică, scăderea lui n se datorează scăderii lui 
(5, care este proporţional cu 1/7; la temperaturi sub 
cele caracteristice, apropiate de 0K, scăderea lui + are 
loc datorită scăderii lui Cy, care scade ca T?. 

Dilatarea termică este fenomenul fizie care constă în 
creşterea dimensiunilor geometrice ale corpului solid în 


CD 


urma măririi temperaturii sale, fără schimbarea stării de 
agregare. Pentru a explica dilatarea corpurilor, să vedem 
ce se întîmplă cu dimensiunile reţelei cristaline, atunci cind 
solidului i se transferă energie. 

Se constată că o parte considerabilă a energiei trans- 
ferate solidului, se regăseşte sub forma energiei mecanice 
a particulelor aflate în nodurile reţelei cristaline. Aceasta 
înseamnă că cu cât creşte mai mult temperatura, cu atit 
creste amplitudinea de vibraţie a particulelor aflate în 
nodurile reţelei cristaline. Rezultă că spaţiul măsurat 
dintre nodurile reţelei cristaline este de fapt o medie între 
o valoare maximă şi una minimă a constantei reţelei. Din 
acest motiv este interesant de cunoscut, de exemplu, cum 
variază constanta reţelei cristaline cu temperatura şi în 
general de aflat care este explicaţia dilatării solidelor lo, 
cresterea temperaturii. 

_ Pentru a răspunde la aceste probleme, să revenim la 
dependenţa energiei potenţiale de interacţiune dintre două 
particule ale solidului, în funcție de distanţa dintre ele, 
in interpretarea clasică, considerind, pentru simplitate, 
că particula 1 este fixă şi că numai particula 2 poate să 
vibreze (fig. 7.27). În aproximaţia armonică, această : de- 


Diamant 
Qi 
FAAL, 
8 40 80 120 160 7K) 
Fig. 7.26. Fig. 727 
Pi ai i STR e să, 
gendenţă este reprezentată prin curba punctata ace car: 


“ste o parabolă, simetrică față de linia bd. Valoarea con- 
stantei reţelei cristaline pentru un solid oarecare rezultă, 
din echilibrul dintre forţele atractive şi cele repulsive, 
ca și energiile potenţiale respective. La 0 K particulele 
ocupă nivelul cel mai de jos Us, corespunzător fundului 
gropii de potențial. Valoarea constantei rețelei este egală 
cu distanța măsurată pe abscisă, pînă în punctul corespun- 
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zător minimului energiei potenţiale de interacțiune; fie 
această valoare egală cu re. SAR 
„Pe măsura, creşterii temperaturii, o parte din energie 
se află sub formă de energie mecanică. Deşi amplitudinea 
vibraţiilor creste, dacă se ţine seama numai de aproximaţia 
armonică, n-ar trebui ca solidul să-şi schimbe dimensiunea. 
Într-adevăr, în cazul aproximaţiei armonice, deplasărea 
particulei cu distanţa + de la poziţia de echilibru este strict 
proporţională cu această distanţă, 


He = —h, (7.25) 


iar energia potenţială este 
FETERE (7.26) 


Cum forța f(x) rămine constantă, în timp, pentru o tempe- 
ratură dată, rezultă că şi deplasările vı şi x, efectuate: de 
particulă, în drepta şi în stînga punctului de echilibru vor 
fi egale, deci (xy = 0 şi media constantei reţelei crista- 
line rămîne practice aceeași la orice temperatură, deşi am- 
plitudinea de vibraţie creşte o dată cu temperatura. 

Dacă se ţine seama de termenii de ordin superior, gra- 
ficul energiei potenţiale nu mai este o curbă simetrică, ci 
este reprezentat prin crurba abc, cele două ramuri ale 
curbei avînd pante diferite (fig. 7.27). Ramura din dreapta 
are o pantă mai mică şi arată că variațiilor mici ale ener- 
giei potenţiale le corespund variaţii mai mari ale distanţei 
r dintre particule. 

Faptul că cele două ramuri ale curbei abc nu sînt sime- 
trice înseamnă de fapt că vibraţiile sînt anarmonice și 
că în expresia energiei potenţiale trebuie adăugat un ter- 
men de ordinul trei, care să exprime asimetria curbei de 
potenţial. În acest fel; energia potenţială și forța elastică 
vor avea expresiile 


kot gx? y 
Vs) r a (7.27) 
2 3 
ôV A d 
Hels — > he tigr”, (7.28) 
Or 


unde g este coeficientul de anarmonicitate. 
Ca rezultat, apare faptul că deplasările v, și ~v ale 
, l! Į 1 $ 2 
particulei 2 de-o parte şi de alta a poziției de echilibru nu 
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vor mai fi egale, în timp ce media amplitudinilor de vi- 
brație va fi diferită de zero, (2) 7 0. 

'Pinînd seama de toate acestea, să exprimăm coefi- 
cientul de dilatare termică liniară. Valoarea medie a forței 
ce deplasează particula 2 din poziția de echilibru este 


CP) = = Ik gka’). 


În starea de echilibru termic, cînd particula vibrează liber, 
¿IS = 0 şi deci gle?) = h(a). Se obţine 

Y Əy m s X 
PRETE ME N (7.29) 


k 


Fá 
Se 


Pe de altă parte, seriind media energiei potenţiale sub 
forma 


CV = e (2), (7.30) 


rezultă că 
À 2< V(x)> 


ƏN 


(25 grei 
k 
care, înlocuită în (7.29), dă 
i Ji AES 
ca) = Ito) 


Cum în timpul vibrației particulei, energia potenţială 
V(x) maximă în punctele A şi B, se transformă în energia 
cinetică W., maximă în poziţia de echilibru 0, rezultă că 
energia totală medie este 


i CW) = We + <V(2)) > 2<(2)- 
Rezultă că putem serie (> astfel 
x nas g PPA r7 31 
<> pa). (7.31) 
Tinîind seama că, prin definiţie, dilatarea liniară relativă 


se, defineşte ca raportul (2)/ro; unde; 7, este distanţa de 
echilibru, rezultă 


IL 
=). 
fo k?ro 
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Conform principiului de echipartiţie a energiei pe grade 
de libertate, avem <W = kg 7/2 şi deci 


(m qk F 
LP? 2 ha, ispi (7.32) 
fa eti 

Conform relației de definiție a coeficientului de dilatare 
liniară «= (1—lo)/lo T, ţinînd seama de (7.32) rezultă 

w k Haah 
AL = perd = Ma, (7.33) 
Too 
Înlocuind valorile lui g, kp, k Și ro Se obţin pentru a valori 
de ordinul 1074—10% grad, ceea ce înseamnă cam 1 mm 
pentru 1 m lungime la 100°C, în bun acord cu datele ex- 
perimentale. 

Legea dilatării liniare (7.33) rămîne valabilă numai la 
valori medii ale temperaturii, întrucît la T— 0K, dila- 
tarea este practic absentă, iar la temperaturi mai ridicate, 
în apropierea celei de topire, apar abateri considerabile. 


7.6.3. Proprietăţi electrice 


Jonductivitatea electrică. Cea mai importantă proprie- 
tate caracteristică, dintre proprietăţile electrice ale soli- 
delor este rezistenţa electrică KR, care este funcţie de na- 
tura și geometria lor. Pentru un solid de formă paraleli- 
pipedică avînd lungimea l şi aria secţiunii S, avem R — 
= pl/S, unde R se măsoară în ohmi (Q), iar e — rezistivi- 
tatea în (0: m). Conductivitatea electrică c = 1/g este 
mărimea inversă rezistivităţii şi se măsoară în (0-1 m~t). 
Conductivitatea solidelor este o mărime foarte importantă 
şi ea are valori cuprinse între 108 0-1m”! pentru cupru 
şi 10 PO-im-t pentru polistiren. Această gamă largă de 
valori a conductivității electrice și interdependenţa sa cu 
alte mărimi fizice au determinat căutarea unor explicaţii 
pentru interpretarea faptelor experimentale observate. 

Prima teorie a conductivității electrice a fost dată de 
Drude; teoria are la bază existența electronilor liberi în 
metale, numiţi și electroni de conducţie. Drude consideră 
metalul ca o reţea de ioni pozitivi printre care se mişcă 
liber electronii cu viteza termică constantă, pentru o 
temperatură dată, conform legilor teoriei cinetice. Prin 
aplicarea unui cîmp electric E, viteza electronului liber 
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modifică şi apare o componentă a sa, numită viteza de 


BO . p i . . sots 
alunecare sau viteza de drift. În acelaşi timp, ciocnirile 


electronilor cu rețeaua cristalină determină ca aceştia să 
piardă din energia lor, fenomenul în sine fiind cauza rezis- 
tenţei electrice. unicate ai 
Într-o astfel de ciocnire, un electron individual îşi 
poate reduce viteza de drift la zero, pentru ca imediat 
după aceasta să atingă din nou valoarea dinainte de cioc- 
nire. În această situație, densitatea de curent j este de 
forma m V, 
j = neu, (7.34) 
unde n este numărul de electroni din unitatea, de volum, 
— sarcina electronului şi ù — viteza de drift. 


Dacă timpul mediu dintre ciocniri este 27, m acest 
i zona fort E oF) Je 
timp asupra electronului va acționa forța F = —eE, unde 


E este intensitatea cîmpului aplicat. 3 
Aplicînd legea a doua a dinamicii, rezultă 


m Ai N eE (m = masa electronului), 
dt 
d eE 
dü = onl 
m 
i = — e £t + const. 
m 


Folosind această relație, rezultă că viteza i 
în momentul imediat dinaintea ciocnirii (t = 27) este: 
— (eE 2=)/m iar viteza medie va fi 
` eb 


M 


Sı 
Il 


Ty 


unde = se numește timp de relaxare și reprezintă, timpu 

necesar pentru ca probabilitatea de ciocnire să fie egală 

cu unitatea. gt 1 
Înlocuind expresia vitezei de drift în (7 .34), se obține 


Sr neE 
het el 
şi avînd în vedere legea lui Ohm, 
= cE; (7.35) 
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rezultă conductivitatea electrică, ii | 
i 
= 


J ne er : i 
GR RO = ne — (7.36) 
i m m | 
şi pentru viteza de drift, 
EE ici 
w = = P: 
m 


Viteza în cîmp electric unitar se numeşte mobilitate şi 
are expresia 


Unitatea pentru mobilitate este m? si. V-t, Îhlocuind 
ü = uF în (7.34) şi ţinînd seama de (7.35), rezultă 


jonen Hy 
G= ne. (7.37) 


Relaţia (7.37) are o importanţă fundamentală. Conduc- 
tivitatea electrică depinde de doi factori: numărul n al 
purtătorilor de sarcini din unitatea de volum şi mobili- 
tatea lor u. Modul în care acești doi factori variază cu 
temperatura determină înțelegerea proprietăţilor elec- 
trice ale solidului. De exemplu, la metale n este constant, 
iar u variază puţin cu temperatura. La semiconductori, 
variaţia exponențială a lui n cu temperatura este esen- 
ţială, în timp ce la izolatori n este constant, iar u variază 
exponențial cu temperatura. Iată de ce înţelegind modul 
în care contribuie n şi u la valoarea lui o, ne dăm seama, 
de spectrul larg de valori ale acestei mărimi fizice. 

Extinzind teoria clasică a lui Drude, se poate ajunge 
la legea lui Wiedemann-Franz, care dă raportul dintre 
conductivitatea termică și conductivitatea electrică, folo- 
sind teoria, cinetică. 


Contorm celor spuse mai înainte, cînd s-a vorbit despre 
conductivitatea termică, între viteza termică <w şi dru- 
mul liber mediu (1) există relaţia, 


=>, (7.38) 
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Să notăm că viteza termică <v), definită. din teoria 
cinetieo-moleculară, nu este aceeași cu viteza de drift 
u. În timp ce lv) reprezintă o viteză medie, corespunză- 
toare stării termodinamice de echilibru a sistemului şi 
este de ordinul 4 - 10% m/s, la temperatura camerei, u — vl- 
teza de drift — este de ordinul 1073 m/s şi se adună yec- 
torial cu viteza termică, pentru a obține viteza totală a eleg- 
tronului: ' e aT 

Conductivitatea termică y a electronilor liberi, care 
formează gazul electronic este de forma (7.24) 


pna 1 Y 0). 
9 


Folosind (7.36) şi ( 


pae i ENA (7.39) 
2m(r> 
Deoarece în statistica clasică 
DR OYE = adi kai (7.49) 
D) i D 


rezultă 


astfel incit 


de unde 


care reprezintă legea lui Wiedemann-F'ranz. Constanta 
de proporţionalitate 3(kp/e)” se numeşte numărul lui 
Lorentz si are valoarea 2,23 X 1078 WQ grad =, în bună 
concordanţă cu valorile experimentale ale lui 7/07 pentru 
o serie întreagă de metale, la temperatura camerei. 
Relaţia (7.40) prezice o dependenţă greşită a lui o de 


( 


A Bl char auan tea ŢI eta 
temperatură; folosind expresia (7.36), se obţine 


a 
l 


- FREE . Yr 
mm si deci pwy T. 


Într-adevăr, această dependență, nu este core 
rece experienţa arată că e = T. Eroarea; este legată, de 
faptul că am dedus dependenţa lui o de temperatură, din 


ta, deea- 


p 
dependența vitezei electronului de temperatură: Dar, acea- 
sta ne conduce la concluzia că electronii din metale nu 
pot fi asimilați cu un gaz din teoria cinetico-moleculară,. 
În timp ce gazelor din teoria, clasică li se aplică statistica 
Maxwell- Boltzmann, electronilor liberi din metale li se 
aplică statistica cuantică Fermi-Dirac, cum de altfel s-a 
mai spus. 

Deşi noua teorie cuantică aj 
conductivității electrice, 


unge la aceeași expresie a 


m 
trebuie făcute citeva precizări. Mai întîi timpul 7 se în- 
locuieşte cu timpul de relaxare, definit ca raportul dintre 
distanţa medie dintre nodurile rețelei cristaline si viteza 
termică medie a electronilor în absența câmpului electric. 
În același timp, datorită ipotezei de care se foloseşte aceas- 
tă teorie, anume că funcția de distribuţie a electronilor 
din, metal variază ca urmare a ciocnirilor elastice dintre 
electroni și defectele reţelei sau cu ionii din noduri, trans- 
portul de electroni prin metal apare ca un fenomen de 
propagare a undelor electronice. 

Într-adevăr, prin simpla distribuţie de echilibru a. elec- 
tronilor dintr-un metal, nu are loc transportul sarcinilor 
electrice. Acest lucru se întîmplă numai cind este aplicat 
un cîmp electric extern, care modifică modul ocupării de 
către electroni a stărilor permise. Asadar, responsabili 
de proprietăţile electrice ale metalelor sint în cea mai mare 
parte electronii de conducție, adică chiar electronii de 
valență. Aceşti electroni ocupă la OK banda de condu ție, 
pînă la nivelul Fermi, care la metale, se află în interic 
unei benzi permise. 

S-a arătat că atit în cazul teoriei electronilor liberi, cii 
şi al benzilor de energie, energia electronului este funcție 
continuă de numărul de undă K, 


| 
UL 


i iza (7.41) 


şi că fiecărei valori AK îi este asociată o stare definită de 
Y = exp({(iK -r). Dar, această ultimă ipoteză înseamnă 
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de fapt că deplasarea electronilor trebuie privită ca depla- 
sarea unui pachet de unde, avind viteza de grup By 

Să considerăm, de exemplu, că starea ocupată Ka are 
energia W, ( 7.28); cum pentru orice undă avind frec- 


venta unghiulară œw, se poate serie v, = do/dK şi W = ho, 
rezultă pentru viteza de grup expresia 
Ta FIA AA 
WELAN (7.42) 
g - 
h aK 


După un interval de timp 3t de la aplicarea cimpului 
electric W, eleetronii vor fi accelerați spre starea Ka, ce 
are energia W. Întrucit creşterea energiei cinetice 5 WF ss 
= W, — Wi este egală cu scăderea energiei potenţiale 
electrostatice, avem 


SH Ii 3i eE ah y 
ùW — eEv e pl i d 
Ş h dA 
astfel încât la limită 
fa, eE. (7.43) 
dt 


Relaţia (7.43) este ecuaţia de miscare pentru electronii 
din bandă, ecuaţia nefiind legată de vreo relaţie parti- 
culară dintre energie şi vectorul de undă. Totuși pentru 
cimpuri electrice foarte intense, mai mari decit cele atinse 
în metale, relaţia (7.43) nu mai este valabilă. Un asemenea 
efect este important la semiconductori și izolatori. i 

Din relația (7.41), care leagă energia benzilor de energie 
a electronilor liberi cu numărul de undă, se observă că, 
v, = hK/m și deci ecuaţia (7.43) se poate pune sub forma 


mo = ek, 


relaţie care arată încă o dată că fortele ce acţionează asu- 
pra electronului liber, allat în banda de energie, sint ace- 
leași, ca și în cazul clasic, cu precizările despre care am 
vorbit mai înainte. 

În cazul unei distribuții complete de stări ocupate, 
ecuaţia (7.43) arată că pentru un cîmp electric constant, 
fieeare stare se deplasează în spaţiul A cu aceeași viteză, 
astfel că întreaga distribuţie se deplasează cu viteza de 
drift prin spaţiul K, fără să-şi schimbe forma. Legat de 
aceasta, se constată că ecuația (7.43) reprezintă de fapt 
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legea de deplasare a sferei Fermi în spat iul K. Dacă se 
integrează ecuaţia respectivă, se obține 

ENA o v eE 

K0) — K(0) = AK = aut 

relație ce arată că sfera Fermi s-a deplasat cu distanţa 
AK în spaţiul K (fig. 7.29). La moment ul t = 0, sfera ocu- 
pă poziția 7 şi la t = = (timpul de relaxare), sfera ocupă 
poziţia H. 


Fig. 7:28. Fig. 7.29. 


Pînă acum nu am explicat constanta curentului elec- 
tric pentru un cîmp dat sau permis gi nici nu am luat în 
considerare revenirea la echilibru după înlăturarea cim- 
pului. Să observăm mai întîi din legea lui Ohm, fapt con- 
statat şi experimental, că pentru un cimp electric constant, 
densitatea de curent rămîne şi ea constantă. Dar acest 
lucru implică faptul că electronii în urma ciocnirilor cu 
particulele din nodurile rețelei cristaline sînt îrînaţi în 


mișcarea lor prin metal. 

Ca urmare a deplasării sferei Fermi, în locul poziţiei 1 
rămîn libere nivele enrgetice care pot fi ocupate prin sal- 
turi cuantice de electronii care ocupă zona a doua. Rezultă 
că în urma, ciocnirilor elastice a electronilor, cu ionii reţelei 
cristaline, are loe o depopulare continuă de electroni a 
nivelelor începînd de la marginea zonei IL şi repopularea 
cu electronii zonei I. 

Valoarea deplasării sferei Fermi, deci a distribuţiei 
de electroni, tinind seama de expresia conductivit ji 
electrice, permite obţinerea unor informaţii privind tim- 
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pul de relaxare și legătura cu alți parametri. Legat de 
aceasta, teoria arată şi se confirmă practic că unor den- 
sităţi normale de curent j le corespund deplasări mici ale 
distribuţiilor de stări. În cazul cuprului, la care densitatea 
de electroni este de aproximativ 102 electroni/m5, 'se 
poate ajunge la o densitate de curent de aproximativ 10° 
A/m? şi la o viteză de drift a e OTA m/s, 'în' timp ce 
viteza Fermi este de aproximativ 10%m/s. Deplasarea 
corespunzătoare în spaţiul K este în jur de 10 m'!, în 
timp ce Krax este 100 m71. 

Întrucit rezistivitatea cuprului la temperatura camerei 
este 1,7 X 108 Om, rezultă pentru timpul de relaxare va- 
loarea 10773 s. Acest timp pare scurt, dar este suficient de 
mare pentru ca un electron să străbată aproximativ 10” cm 
între ciocniri, considerate că au loc pe distanţe egale cu 
cîteva sute de perioade ale reţelei cristaline. 

Prin răcirea metalului la temperatura heliului lichid, 
cînd miscarea termică a ionilor reţelei este eliminată. și 
este asigurată o purificare suficient, de ridicată, se pot 
obține rezistivități de ordinul 10713 Q -m, care cores- 
pund unni drum liber mediu dintre ciocniri de aproxima- 
tiv un centimetru, adică circa 10% perioade ale reţelei 
cristaline. Acest rezultat este foarte important pentru 
descrierea mișcării electronilor în solide, deoarece, este 
esenţial ca pachetul de unde să se propage pe distanţe mari, 
egale cu un număr mai mare de lungimi de undă, înainte 
de a fi împrăștiat ca urmare a ciocnirilor cu nodurile 
rețelei cristaline. 

Semiconductorii, aşa cum s-a spus mai sus, reprezintă 
o clasă specială de solide, care au conductivitatea elec- 
trică cuprinsă între cea a metalelor și cea a izolatorilor. 
În figura 7.30 este dată o schemă de clasificare a solidelor 
în funcție de valoarea rezistivităţii, respectiv a conducti- 
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vităţii, din care se constată că semiconduetorii prezintă 
și ei o gamă suficient de largă a conductivității, cuprinsă 
între 1075 — 105 QT mT 

Proprietăţile electrice ale semiconductorilor sint deter- 
minate, în principal, de două cauze: a ) existența 
benzilor energetice interzise, de mică valoare şi b) pre- 
zenţa impurităților. Semiconductorul pur, care nu pre- 
zintă deci impurități, se numeşte semiconductor intrinsec 
şi la 0K este un izolator perfect, deci banda de conducţie 
este complet neocupată si banda de valență este complet 
ocupată. La o temperatură finită, electronii aflaţi pe ni- 
velul superior al benzii de valență pot fi excitați termic și 
că urmare a benzii interzise mici, trec în banda de conduc- 
ție. În locul electronilor, în banda de valență sint create 
goluri. Deci, electronii în banda de conducţie şi golurile 
în banda de valență formează cele două tipuri de purtă- 
tori de electricitate în semiconductorul intrinsec. 

Cele două tipuri de purtători, unul pozitiv (golurile) şi 
altul negativ (electronii), pot exista simultan într-un 
cristal şi comportarea lor independentă determină o serie 
de proprietăţi interesante ale semiconduetorilor. Rezultă 
că este posibil să fie modificată conductivitatea unui 
semiconductor schimbind concentrațiile electronilor sau 
ale golurilor, astfel încît semiconducetorul în totalitate să 
rămînă neutru din punct de vedere electric. 

Dacă unui semiconductor intrinsec, aflat la o tempe- 
ratură mai mare de 0 K i se aplică un cimp electric, în 
semiconductor apare un curent electrice datorat deplasării 
golurilor în banda de valență și electronilor în banda de 
conductie, în acelaşi sens. Mai exact, electronii ajunşi din 
banda de valență în banda de conducţie au o mişcare în 
sensul contrar cimpului electric, iar locurile rămase libere 
în banda de valență sînt ocupate de alţi electroni din 
banda de valență. Aceştia, la rîndul lor, lasă libere alte 
locuri libere, cu surplus de sarcină pozitivă, astfel că go- 
lurile se deplasează în sens opus electronilor din banda de 
valență, adică în acelaşi sens cu electronii din banda de 
conducție. 

Golurile trebuie privite ca un concept fizie, în sensul 
că ele sînt doar niște particule fictive. Ele diferă esenţial 
de electroni prin aceea că în tump ce electronii sint o 
realitate obiectivă, golurile reprezintă un mod de repre- 
zentare, descriind comportarea electronului în banda de 
valență dintr-un cristal. 


Miscarea golurilor și a electronilor poate îi descrisă cu 
ajutorul legilor de mişeare a particulelor libere in vid, 
luînd în considerare pentru fiecare particulă așa-numită 
masă efectivă, m*, pentru electroni, și m%, pentru goluri. 
Masa efectivă se deosebeşte de masa reală, în sensul că 
în ea este inclusă acţiunea reţelei cristaline asupra miş- 
cării purtătorilor de electricitate. Masa efectivă poate fi 
pozitivă sau negativă, în funcție de tipul purtătorului de 
sarcină. Ea este în general mai mică decit masa de repaus ; 
de exemplu, în cristalul de germaniu, í - 0,082 me, iar 
mă = 0,3 me, unde m, este masa de repaus a electronului 
liber. 

Din cauza maselor efective diferite a celor două tipuri 
de purtători, vor fi diferite și vitezele de drift în câmp 
electric. În acest fel, densitatea de curent se serie 

3 = (neun + Peuz) È, 
iar conđuctivitatea electrică 

GR Ed TF Dire (7.44) 
unde n și p sînt concentrațiile (densităţile) de electroni, 
respectiv de goluri, un Și up Sint mobilitățile corespunză- 
toare, iar e este sarcina electronului, egală în valoare 
absolută cu a golului. 

Într-un semiconductor intrinsec, concentraţia golu- 
rilor este egală cu concentraţia electronilor, deoarece fie- 
care electron excitat şi ajuns în banda de conducție cre- 
ează um gol în banda de valență. Numărul n depinde de 
temperatură, de lărgimea benzii interzise, de densitatea 
stărilor şi de poziţia nivelului Fermi. La semiconduetorul 
intrinsec, nivelul Fermi se află exact la mijlocul benzii 
interzise, la egală distanţă între banda de valență și banda 
de conducţie. Formula pentru concentraţia purtătorilor de 


sarcină este 
(2 D952 W, pe pita 
pi St MAI ADE 3 8 exp i her ~ $ (7.45) 


7 


unde W, este lărgimea benzii interzise. 

Prezenţa benzii interzise cere ca purtătorii să fie acti- 
vaţi termic şi, din relaţia (7.45), se vede că concentraţia 
purtătorilor de sarcină dintr-un semiconductor intrinsec 
creşte exponențial cu temperatura și scade exponențial cu 
ximea benzii interzise. 
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Conform relaţiei (7.44), aceeasi comportare o are şi cou- 
ductivitatea c a semiconduetorilor, în contrast cu com- 
portarea metalelor. Exact ca și la metale, difuzia pe re- 
teana cristalină are un efect important asupra mişcării 
purtătorilor și, din acest motiv, mobilitatea depinde de 
temperatură conform relaţiei 


uz lili! Anti const). 


În realitate, nu există semiconductor intrinsec’ pur, 
întrucit toate cristalele, dacă nu au impurități introduse 
din exterior, prezintă oricum defecte ale reţelei cristaline, 
care, moditicind structura energetică de bandă, se compor- 
tă ca nişte impurități. Se convine să se considere totuşi 
că 'un semiconduc tor este intrinsec, dacă concentraţia, 
purtătorilor datorită impurităților este neglijabilă, în 
comparaţie cu concentraţia purtătorilor datorată acti- 
vării termice. 

Semiconductorii cu impurități se numese extrinseci. 
Impurităţile sînt introduse prin substituirea unor atomi 
din cristal prin fenomene de difuzie sau în timpul creş- 
terii artificiale a cristalelor. În general, atomii de impuri- 
tate diferă de atomii „gazdă prin faptul că au valența 
mai mare sau mai mică cu o unitate, astfel că ei au un 
electron mai mult sau mai puţin, care participă la reali- 
zarea legăturii covalente. De exemplu, atomii de impuri- 
tate de As sint pentavalenți, în timp ce atomii gazdă de 
Ge sint tetravalenţi, astfel că patru electroni ai As par- 
ticipă la realizarea legăturii covalente cu patru atomi 
vecini de Ge. 

Cel de al cincilea electron al atomului de As răminină 
liber, este slab legat de acesta, ceea ce face ca nivelele 
energetice ale electronului "O tiv să se situeze în banda 
interzisă a Ge, imediat sub banda sa de conducţie. În 
acest fel, este necesară degli de activare foarte mică 
fiind suficientă temperatura camerei peniru că atomul 

de impuritate să fie ionizat și deci să conducă la apariția 
electronilor în banda de conducţie a elementului bază, 

În figura 7.31, a este arătată structura de bandă ia, 
OK a scmiconductorului cu impurități la care nivelul 

energetic al electronilor liberi se află imediat sub banda de 
conducţie. Un tel de semiconductor se numește semi- 
conductor de tip n, deoarece la temperaturi T > O-K, elec- 
ironii “y eri, aflați pe nivelul lor energetic, trec ușor ^in 
banda de conductie, devenind electroni de condueţie. Nive- 
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lul pe care s-au aflat electronii care au ajuns în banda de 


conducție se numește nivel donor (fig. 7.31, b), iar impuri- 
tățile care generează asemenea electroni se numese im- 
purităţi donoare. 
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Să considerăm cazul în care atomul de impurit: ve areun 
electron mai puţin decît atomul elementului de bază. În 
figura 7.32, a este arătată situaţia în căre semicondue- 
torul se află la OK. Argumente asemănătoare celor de 
mai sus arată că nivelul adiţional creat va fi în banda in- 
terzisă, în imediata vecinătate a benzii de valență a ele- 
mentului de bază. Astfel de nivele pot fi ionizate prin 
captarea de electroni din banda de valență, creînd în 
aceasta goluri (fig. 7.32, b). Un astfel de semiconductor, 
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la care atomul de impuritate are un electron în minus față 
de elementul de bază, este un semiconductor de tip p; 
ca exemplu, avem semiconductorul care conține atomi 
de In ca impurități, iar Ge ca element de bază, astfel de 
impurități numindu-se acceptoare. 

Echilibrul dintre electroni şi goluri într-un semicon- 
ductor extrinsec, la o temperatură dată, este descris sta- 
tistie de următoarea relaţie : 


9 


NDP = Ni; 


unde n, este concentraţia electronilor sau golurilor într-un 
semiconductor intrinsec la temperatura dată, iar n şi p 
sint concentraţia electronilor, respectiv a golurilor în 
semiconductorul extrinsec. 

Dependenţa de temperatură a conductivității unui 
semiconductor extrinsec este determinată în principal de 
variaţia numărului de electroni şi goluri și în n mică 
măsură de mobilitate. Acest lucru se întîmplă în special 
la temperaturi joase. temperaturi înalte însă, cînd toţi 
atomii de impuritate sînt ionizaţi, numărul purtătorilor 
în banda de conducţie va creşte rapid pină la o valoare 
constantă, conducţia numindu-se în acest caz extrinsecă 
totală şi corespunde domeniului de folosire normală a 
dispozitivelor semiconductoare. Dacă temperatura semi- 
conductorului creşte în continuare, are loc ionizarea reţelei 
de bază si electronii vor trece direct din banda de valență 
în banda de conducţie, conducţia numindu-se în acest 
caz conducţie intrinsecă sau proprie, 
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Mai amintim doar că datorită diferitelor proprietăți 
pe care le au, semiconductorii au căpătat o largă utilizare. 
Ca urmare a variaţiei conductivității semiconductorilor 
cu temperatura, s-a construit termistorul — un semic 
ductor a cărui tentă electrică depinde de temperati 
Fotorezist un semiconductor care îşi 
reziste sub influența intensității luminii ș 
ste co ă din materiale ca seleniul. Dioda semi 
conductoare este formată din doi semiconductori cu impu- 
rităţi di 
tului electric numai într-un singur sens, ceea ce o tace po- 
trivită rea curentului alternativ. Cel mai impor- 
tant disp iv eu semiconductori este tranzistorul. Este 
format din trei zone cu conductivitate diferită şi serveşte 
la amy area “~^ nalelor electrice. 
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Avatajele deosebite ale dispozitivelor cu semicon- 
duetori : dimensiuni mici, putere mică de alimentare, 
eliminarea timpului de încălzire prealabilă, durată mare 
de funcţionare ete., au făcut ca acestea să înlocuiască 
în cea mai mare măsură tuburile electronice, conducind la 
miniaturizarea aparatelor electronice de larg consum, 
industriale şi de cercetare științifică. 


7.6.4. Proprietăţi magnetice 


Magnetismul este o proprietate generală a tuturor 
corpurilor. Un corp încăreat cu sarcina q generează în 
jurul său un cîmp electric ; cind corpul încărcat electric se 
află în mişcare, în jurul lui apare un cimp magnetic, 
datorat mișcării sarcinilor, să zicem, a electronilor. Din 
mişcarea lor cuantificată s-a dedus că unitatea de moment 
magnetice dipolar este egală cu un magneton Procopiu- 
Bohr, a cărui expresie este (v. 6.1.4) 


up = eh/ (trma). 


Ca urmare a existenței momentului cinetie orbital 
şi a celui de spin, din punct de vedere magnetic, electro- 
nul este caracterizat prin momentul magnetic orbital, 


ui = myl ehi (trmo) l 
si momentul magnetic de spin, 


u, = gm:lêh|(47rmo)], 

unde m, și m, Sint; numerele cuantice corespunzătoare 
celor două tipuri de mişcări ale electronului, iär`g este 
factorul de multiplicare Landé, egal exact cu doi și arată 
că raportul dintre momentul magnetic și momentul cinetic 
corespunzător mişcării de spin este de două ori mai mare 
decît același raport corespunzător mișcării orbitale. Pentru 
a obține momentul magnetic total al atomului, se adună 
cele două momente ale electronilor, ţinindu-se seama de 
faptul că direcțiile momentelor sint date de semnul lui m, și 
m, Păturile complete de electroni avind numere, egale de 
electroni cu valori pozitive şi negative ale lui m, şi m, nu 
dau un moment magnetic, deoarece momentele magnetice 
ale electronilor se anulează reciproc. Rezultă deci că momen- 
tul magnetic provine numai de la păturile de electroni 
incomplete. 
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Modul în care fiecare corp interacționează cwircimpul 
magnetic este descris de vectorul intensitate de magne- 
tizare (magnetizaţie) M, definit ca momentul magnetic 
raportat la volum, 


Ia kaz erp A 

M = H TME = Am, 

unde Z, sînt momentele magnetice atomice create de fiecare 
curent microscopie, iar Eg, este suma acestor momente 


magnetice din elementul de volum dV 1.33). 
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Între inducția magnetică B și cîmpul magnetice H 


acţionează în vid exi a 

N ARENA 

47 eae Di a 
unde u, este permeabilitatea magnet 


Cînd o substanţă n netic ă Se 


netic H cu magnetizaţia M, inducti fi 
în acest caz 

D 

> 
unde u, este permes i... De 


aici, se obține 


unde x este susceptivitatea magneti 
Ey Fikes er 4 . a 
M =0 şi B=uyH. În consecinţă 
iar * =0, 
in funcție de semnul şi de valc 
magnetice x, de valoarea permeabili 
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am 


d de dependenţa magnetizării de cimpul magnetic; sub- 
stantele se clasifică în : diamagnetice, paramagne tice, fero- 
magnetice, antiferomagneti ice gi ferimagnei ice. În ti belul 
712 sint schitate principalele caracteristici ale fiecărei 


sa 


yd: Ia i si PAAD: | Dependența de | 
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Diamagnetice | mică şi negati- | independentă Atomi ai unor soli- | 
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u numere 
impare de electroni 


Paramasnetice |mică şi pozitivă 
| | 1076 


| 


| sau legea Curie- 
Weiss, . xX = 
CKT— 9) | | 

imică şi pozitivă | independentă Paramagnetismul 

| poy lui Pauli, datorat 

| electronilor de con-| 
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netale | 


e | foarte mareşi (1—00) 
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Diamagnetismul este o proprietate generală a tuturor 
substanțelor şi constă în inducerea de către un cîmp mag- 
netic exterior a unor curenți elementari în învelişurile 
electronice ale atomilor. Momentelor magnetice induse sînt 
atit de mici, încît efectele lor sint adesea mascate de alte 


torme de magnetism, cum se întimplă la solide. 

Fără a intra în detalii, folosind teoria microscopic-cla- 
sică, să arătăm de cine depinde susceptivitatea magne- 
tică la substanțele diamagnetice. În acest scop, să consi- 
derăm un electron în mişcare în jurul unui nucleu cu 
sarcina -+ e, pe o orbită de rază r cu viteza unghiulară o, 
în absenţa cimpului magnetice (fig. 7.35). Momentul mas- 
netic u asociat mișcării electronului este u = i- S 
=(— e27) ar2. 


| 
ta 


Prin aplicarea unui cimp magnetic exterior, de induc- 
ție B, are loc o variație a fluxului magnetie prin aria or- 
bitei şi, conform legii lui Lenz, ia naștere un cimp electrice 
care se opune acestei variaţii. Acest lucru este valabil nu- 
mai atunci cind inducția magnetică variază de la zero 
pină la valoarea maximă B. Cîmpul electric afectează n Ş- 
carea electronului prin exercitarea unei forțe care modifică 
frecvența unghiulară cu o valoare o, numită freeven 
Larmor : ò; 


ţa 
eb[(2m), unde m este masa electronului 
Momentul magnetic indus în acest fel este egal Şi de sens 
contrar momentului magnetic u al electronului pe orbită 
în absența cimpului magnetic, astfel că atomii substanţelor 
diamagnetice, la introducerea lor în cîmp magnetic au 
momentul magnetic rezultant up=—0. Admiţind o sime- 
trie sferică a sarcinilor electrice dintr-un solid, se obține 
pentru susceplivitate relaţia 

Măi = Aaa a Aii 

om 

unde F? este media pătratului distantei electronilor față 
de nuclee. Se observă că la dielectrici Zaa NU depinde de 
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temperatură şi nici de intensitatea cimpului magnetic 
aplicat. 

Paramagneiismul este o proprietate a unor anumite 
Sibstanţe a căror molecule, atomi sau ioni au un moment 
magnetic permanent. Un cimp extern de inducție B de- 
termină o aliniere a acestor momente magnetice pe direc- 
tia și sensul cîmpului. Datorită agitaţiei termice, ecbhili- 
brul termodinamic la temperatura 7 constă numai dintr-o 
aliniere parţială. 

La. unele substanțe parămagnetice, numite normale 
(de exemplu, Pt, Pd etc.) susceptivitatea magnetică x 
variază in 
4 


nvers proporțional cu temperatura, conform legii 


x = —— (C = constanta Curie), 


n timp ce la alte substanţe, variația este dată de legea 
ui Curie-Weiss, 


m tamDera tip Iria) 

x = —— (Teo = temperatura, Curie). 
H ) 

L ç 


Magnetizarea M a unui solid paramagnetic în cimpul 
gnetic H la temperatura T are următoarea ex presie, 
jă de Langevin, 


= 


ï 
da 


M'N ctgh Mu M , 

j kT uH, 
e N este numärul de atomi din unitatea de volum, iar 
te momèntul magnetic al atomului paramagnetic. 
Cind uHJkT < 1, expresia din paranteză se simplifică, 
astfel încît ea devine uH/(3k 7), ceea ce înseamnă că con- 


stanta Curie orma: 4 


u”/(3k) şi deci suscepti- 


l valabilă pentru cimpuri moderate, la tempera- 


l l 
nerei ; ea a fost obținută de Langevin, pe baza sta- 


totusi un 


` grup de metale, din care fac parte 
metalele” alcaline şi a j 


no-pămîntoase, care degi sînt 
poramagnetice, susceptivitatea lor magnetică este inde- 
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pendentă de temperatură. Independenţa paramagnetiy- 
mului de temperatură se poate explica pe baza statisticii f 
cuantice, fenomenul datorindu-se spinilor electronilor lj- 

beri din metalele respective. Este aşa-numitul paramag- 
netism Pauli. 

Pentru a explica acest tip de paramagnetism, să recol- i 
siderăm teoria electronilor liberi dintr-un cristal de metal 
paramagnetic. În primă aproximație, teoria. electronilor 
liberi poate fi considerată ea o teorie rudimentară a benzii 
de energie, în care electronii de valență ocupă două benzi, 


A vi ky i 
una conținînd electronii cu m, = 4+ — si alta cu M, = 
; [5] 

E i i li N Apa AUR di | 
=— — , În absenţa cimpului magnetie, cele două benzi pa- 
vabolice au forma din figura 7.36, a, energia unui electron 
în ambele benzi fiind W. Considerind, de exemplu, un cristal 
monovalent format din N atomi, cei N electroni de va- l 
lenţă vor ocupa N/2 nivele energetice, adică vor fi ocu- 
pate toate nivelele aflate de la nivelul Fermi în jos. 

Pe fiecare nivel vor exista cite doi electroni cu spinii de 
sens contrar, astfel încît momentul magnetic rezultant de 
spin va fi nul. f, 
+] e i 
= 
Fig. 7.36 
Prin aplicarea unui cîmp magnetic H, cele două benzi | 
se deplasează una faţă de alta, astfel că spinii electronil 
| 
CU M, = — — se vor orienta în sens contrar cîmpului, 
9 
; RRE 4 1 
iar spinii electronilor cu m, Ttor se Vor orienta, în 


i: 


același sens cu H. În prezența cimpului magnetic, fiecare 
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peste o anumită temperatură 


S 0 Y IA M A ATA A 


pleetron primind energia suplimentară up, rezultă că 
electronii cu spinii paraleli cu cîmpul aplicat, au energia 


corespunzătoare limitei Fermi egală cu Wp — uH, în timp 
ce electronii cu spinii antiparaleli cu cîmpul au energia 
Wp up. Or, aceasta înseamnă că diferenţa dintre 


energiile a doi electroni de pe acelaşi nivel energetice este 
dup] și că de fapt cele două benzi energetice sînt depla- 
sate una fată de alta cu 2ugI] (fig. 7.36, b). Această situaţie 
necorespunzind unui minim al energiei sistemului, înseam- 
nă că o parte dintre electronii cu spinul antiparalel cu 
cîmpul trec în banda a doua pină la egalarea nivelelor 
Fermi în cele două benzi, astfel încît la un moment dal 
numărul electronilor cu spin paralel este mai mare în 
banda din dreapta faţă de cea din stinga (fig. 7.40, c). 
Excesul de electroni cu spinul orientat paralel cu câmpul 
magnetic față de electronii avind spinul orientat antipara- 
lel, determină o magnetizare totală, 


ai Biy 
7 
h Lp 


unde Tp este temperatura Fermi. Această expresie, dedusă 
lin considerentele teoriei cuantice arată că susceptivitatea 
paramaăgnetică la unele substanţe este independentă de 
temperatură (Tp nefiind funcţie de temperatura T). 

Cele două tipuri de magnetism, dia- şi paramagnetismul 
nu prezintă tenomenul de ordonare magnetică, în sensul 
că substanţele ce prezintă asemenea forme de magnetism, 
în absenţa unui cîmp exterior, fie că nu au momente mag- 
netice (diamagneticele), fie au momentele magnetice orien- 
tate la întîmplare (paramagneticele) — fenomenul fiind 
observabil incepind chiar de la temperatura camerei, pen- 


tru unele substanţe. 

Peromagnetismul este o proprietate comună unui grup 
special de substanţe, cum sint Fe, Ni, Co precum și aliă- 
jele lor sau aliajul de tip Heusler (Mn — Cu — Al) ete. 
Substanțele teromagnetice au mai multe proprietăţi ca- 


racteristiee : chiar în absenţa cimpului magnetic prezintă 
fenomenul de ordonare magnetică, adică au o magneti- 


zaţie permanentă, deci un moment magnetic, care dispare 
caracteristică, numită tem- 
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peratură Curie, To, cînd feromagneticul se transformă în 
paramagnetic; au permeabilitatea relativă foarte mare 
în comparaţie cu cele diamagnetice şi paramagnetice și 
dependentă de cimpul aplicat; susceptivitatea lor mag- 
netică este pozitivă şi are valori foarte mari pentru TD 
< Te, pentru temperaturi T >To, susceptivitatea va- 
riază cu temperatura după legea: x = CHT — To). in 
figura 7.37 este arătată această dependență pentru para- 
magnetice şi feromagnetice. 


æ 


O primă încercare de a explica feromagnetismul a fost 
făcută de Weiss, care postulează ! supost 
feromagnetice, pe lingă cimpul aplicat, care conduc 
orientarea momentelor magnetice, proprii, mai i 
ine de orientare, echivalentă cu un: eim] 


altă acţiun 
tic, numită cîmp intern sau cîmp molecular. Acest 


intern fiind proporţional eu magnetizarea , fe: 


constanta cimpului lui Weiss) — ar deter a, COn 
lui Weiss, magnetizarea spontană a feromagnetieului, deci 
alini , momentelor magnetice din substanţă. 

Apariţia momentului magnetic în timpul n 
a fost pusă în evide experienţa lui 
Haas. În acest experiment, un mic cilindru «€ 
pendat printr-un fir elastic, se află în interiorul unu 
noid (fig. ' 


mmn 


8). Sensul de rotaţie a cilindrului se se! 
dată cu schimbarea sensului curentului, deci a magnetizării. 

În 1998, Heisenberg a presupus că forțele care sint 
responsabile de orientarea momentelor magnetice atomice 
sînt forte tipic cuantice. Mai exact, feromagnetismul se 
poate explica cuantic pe seama interacțiunii de schimb 
dintre electronii din păturile profunde şi incomplete, elec- 
troni ce au momentele de spin orientate paralel. 


TOTI 


În mod normal, spinii electronici din atom se compen- 
sează cite doi și deci feromagnetiei pot îi numai acele 
materiale ai căror atomi au spinii necompensaţi. 

La fier, de exemplu, pe pătura K sint doi electroni cu 
spinii opuși, pe pătura L vor fi 8 electroni cu spinii opuși 
doi cîte doi, în timp ce pe pătura M, din cei 14 electroni, 
10 au spinii compensaţi, iar 4 electroni cu spinii orientaţi 
în același sens şi necompensaţi și care se află în așa 
numita suberupă d. Pe pătura următoare N sînt doi elec- 
troni cu spinii compensaţi. 

La formarea cristalului de fier, între electronii vecini 
ai atomului apar forţe speciale care orientează paralel 
momentele magnetice de spin. Acestea se numese torţe 
de schimb şi sint asemănătoare forțelor care leagă atomii 
de hidrogen într-o moleculă. Interacțiunea de schimb, care 
dă naștere la un efect de suprapunere parţială a norilor 
de electroni a doi atomi vecini (fig. 7:39), determină o schim- 
bare în energia sistemului cu un termen 
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unde J este aşa-numita integrală de schimb, care este o 
măsură a probabilității ca cei doi nori de electroni să, se 
suprapună chiar parţial, iar $4 şi Sy Sint spinii asociaţi 
electronilor celor. doi atomi vecini care interacționează. 

Situaţia favorabilă corespunde cazului cînd sistemul 
are energia cea mai: mică, adică negativă şi deci J>0, 
caz în care spinii S4, Sp ai electronilor care formează legă- 
tura, de schimb sint paraleli. 


S-a găsit chiar o regulă simplă care defineşte posibilita- 
tea că un material să fie feromagnetie : râportul dintre 
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parametrul reţelei cristaline şi diametrul 2R al subpă- 
turii 3d pe care se găsesc electronii cu spini necompensați, 
trebuie să fie egal sau mai mare decit 1,5, adică 


Din figura 7.40, în care este reprezentată depe joi 
integralei de schimb de raportul d/2 R pentru at omii meta- 
lelor de tranziție din grupa fierului, se observă că J >0 
numai pentru Fe, Co, Ni, Gd, în timp ce pentru Ma, Cr inte- 
srala de schimb este Ap) 3. Aşadar, există două condiţi 


fcr 


 teroma, gnotio 


ca x un material s să tie 


lui mid AE a există spini nec Omp ensa i e 
in aceeaşi direcţie, care deter mină magnet 
a feromagneticilor. 

Există o serie de pri prietăți de mi 
permeabilitatea, care dej pind de direc 
cristal. ATENA proprietăților ` n 


Tao 


aleasă se numeşte 2 | Materialele 
magnetice policristaline care tehnică sînt 


formate dintr-un număr mare de cris ale căror axe 


sînt orientate în toate direcţiile. Aceste materiale sint 
izotrope iar proprietăţile lor sînt aceleași în toate direcţiile. 


Jé 


tunci cînd materialele policristaline sint e unor 
prelucrări termomecanice, ele pot deveni anizotrope. De 


exemplu, în cazul laminării tablelor confecționate din 
le feromagnetice, axele cristalelor se dispun în 
cosebi pe direcţia de la, minare, materialul prezentind o 
numită textură cristalografică, devenind anizotrop. 

Pentru a putea explica și situaţii în care un corp fero- 
magnetic nu este magnetizat în lipsa cîmpului aplicat, deşi 


Wi W "a (FUT A) STA AST [i 


se află la temperaturi < To, Weiss a emis o ipoteză 
suplimentară, conform căreia corpurile feromaenetice 
reale sînt formate din domenii microse opice, în interiorul 
cărora magnetizaţia este egală cu magnetizaţia de satu- 
raţie. Lipsa unei magnetizări macroscopice într-un fero- 
magnet demagnetizat, dove feyte că în acest caz direcțiile 
şi sensurile de magnetizare ale domeniilor variază de la un 
domeniu la altul, astfel incit pe întreg feromagneticul se 
anulează reciproc (fig. 7.41). 

Conform teoriei lui Weiss, prin aplicarea unui cimp 
magnetic exterior, domeniile TOTON il orientate îşi mă- 
resce volumul pe seama celor. ori te nefavorabil pină 
cînd corpul devine un singur dat cniira, iar în cîmpuri su fi 
ient de puternice au loc procese odă | ionale ale mag 
ției domeniilor, în direcția și sensul cimpului aplic 


Trecerea de la i 
la, l nu se face brusc, ci 
după numele celui 


In pereţii de trecer 


prin tr-o regiune numitä 
> S-a ocupa at p rir mul 


ense în regiunile respective. 
izare spontană, cît și pereții 
prin experienţa Bitter-Aku- 
ie se aplică o suspensie 
e. Pa irticule ele sint atra- 


Atit domeniile le magn 
Bloch pot îi puşi 

lov. Pe supra ii 
coloidal 
ense, deci spře pereți, 
> particule cu ajutorul 


sau B = f(H) se obti j 

e niys J( 1) e obţi d emenea; 

curbă este reprezentată în a 7.42 şi se referă la un 
Į onetizat, moment că- 


pur netul 0 -= origi inea sistemului de 
intensitatea cimpului magnetiz: 

rin OA, punctul A 
\ H scade, se obțin punctele 
M, Şi He. După atingerea, TU se Il negative şi ureind 


Zina Satur 


din nou cimpul 


wetizant H, de histerezis se 
inchide. Magnetizarea M, corespunzătoare cîmpului mag- 


netizant egal cu zero se numeşte magnetizare remanentă, 
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pu ANR 


iar cîmpul H, corespunzător unei magnetizări nule se | 
numeşte cimp coercitiv. AN MT RTP a T i 
f - k 4 R y A = | | | 
Panta dM/dH din oriee punet al curbei de histerezis x | Ba | | 
" determină suseeptivitatea feromagnetică. În mod cores- d aaa e dă caii 
re Alu ul 03 lil Vă ae Aia d ae Al, 
je i VETI iai) 
at Mud bb | 
juga | | 
| [5 | l 
TD | 
fn ge Ea lua Toi vai] | 
| 2 sE N MOGHA | 
| EIEE CARI E ia NAA | 
Jg | 
ER e | = E: si | | 
lennas nartani ita | 
lb a | |! 
S ~+ 
| 9 l 
Fig. 7.41. Fig. 7.42. reaa aS | | 
ti lot i | 
punzător, raportul dB/dH determinat din curba B = = DD) va al | 
= f(H) reprezintă permeabilitatea magnetică instantanee, ia ea | 
Panta curbei determinată în punctul inițial al curbei de Eri | i TATI | 
primă magnetizare defineşte susceptivitatea sau permea- E | | | | 
bilitatea iniţială. |£] | | 
Energia consumată în procesul de magnetizare este | | | 
proporțională cu aria delimitată de curba de hişterezis, | | | 
| | 
(e o | | | 
W = i HAM = —qH dB. | | 
RE, Ho J | | | 
š | | 
| | || 
| | 
Această energie se transformă ireversibil în căldură, | 
datorită proceselor ireversibile care au loc în cursul mag- | | 
netizării. | | 
~ e . » . . . 3 | IN 
În functie de forma curbei de magnetizare, materialele | | | 
teromagnetice se clasifică în : a) feromagnetice moi cu yi E — | 
ciclul de histerezis îngust, cîmpul coercitiv şi inducția | | | 
remanentă mici şi permeabilitate iniţială mare; b) fero- | SLI | 
magnetice dure, cu ciclul de histerezis lat, cimpul coercitiv | E | = | 
be dia ph x k > F | = | | 
ȘI inducția remanentă mare. | S | D 
NA f K cala A FIA k Tik Ex | o 3 3 5 
Fierul pur, aliajele Fe — Si, aliajele Fe — Ni de tipul | E coe | 
permalloy' sînt tipice feromagneticelor moi. Fierul fiind | A E | 
prea „„moale” în sensul mecanic, se foloseşte în aliaje cu | | ALSA | | 
i 4 j | | 
|. 4 Furat | 
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Tabelul 7.4 | 
alte elemente, fapt ce conferă aliajului o anumită rigi- | Compozitia | | Cuba "daia A | | 
dit: ite mecanică sı proprietăți magnetice noi. Un adaos de Materialul JUR % de sreur] i coercitiv, | emalăeiităi 7: REP) | 
4—5% siliciu creşt e rezistivitatea electrică de 5—6 ori față | RiR per | H4Am) | BAWb/m?°) lt ASD i 
de fierul pur, eonducind la scăderea, mi: „enetizării de satu- a Satie d Agë, Apei LE adu router pa, Aba yi | 
rație. Aliajele Fe—Ni au permeabilitatea foarte mare, 1% oţel carbon] 1 C,0,5Mn | 4,1+102 | 0.9 1.5012! | 
însă o magnetizare ge saturație mică. Aliajele cu cea mai | 5% tungsten- | 5 W,0,7C | +5. 6403 1,85 563-102, | 
mare magnetizare sint cele de Fe—Co, numite şi permin- otel i | 
dur. Alnico \ 8 Al, 14 Ni, 24 49,3- 10 i 1,25 4,2+10% | 

Cimpul coercitiv al feromagneticilor moi este cuprins EEEo REN | Ce a AA 43 10% 4 as ial a | 
între cîteva miimi pină la 1—2 X 107? A/m. Acest cimp | | 
mic face ca aceste materiale să fie folosite în n câmpuri va- i PEPE | 
viabile la confecţionarea tole lor de transformator, a elec- TE RR AT i | i | 
tromagneţilor ete., deoarece pierderile prin histerezis sînt T $ 99 ọ $ 9 $ o 9 3 bd || 
proporţionale cu ana cuprinsă sub curba de histerezis AEN O EE S XR A (N | 
care, la rindul ei, este proporțională cu câmpul coercitiv, N uite: Artei intii pad uliu || 
Înainte de a fi "re Aire feromagneticile moi se supun unui e pe tel ci aci BERTAT | 
tratament termic. De exemplu, aliajul compus din 78% Ni, Fig: 7.43. || 

| 3—4% Mo şi restul Fe o altă varietate de perm; lloy, [i 
| dacă este recopt la temperatura de 1100°C în vid sau in evidență prin difracție neutronică. Alinierea pai lelă || 
hidrogen si răcit cu viteză consti ntà, capătă proprietăți i a momentelor magnetice la antiferomagne tit | 
l deosebite : H. scade de zece ori, tocmai datorită tensiunilor deserisă, de asemenea, printr-o ecuație de forma || 
interne din material, ce apar în timpul cristalizării. Citeva ; PATAN $ || 
| proprietăţi ale unor feroimagnetice moi mai folosite sin! W, = — Sa Si I 
date în tabelul 7.3. } i 

Materialele magnetice dure, avind H, mare, M, și NNA 8 PERU n realizarea, pia/bi luai PR | | 

mari. se folosesc la construcţia magneţilor permanenti, linei Wang a a T: EINN saen ifr DO Yer H || 
deci ca surse de cîmp magnetic constant. Magneţii din SINA me dintre da a Mee A Sil, CBLE DECESE Qa || 
Fe-C sînt eunoseuţi încă din secolul al XIII-lea. Mult ali ur Aaa schimb să fie negativă, . i. pipe | 
mai recent au fost descoperite o varietate de aliaje cu pro- da W d EARI EEO IA De ticului este ideală și 4 
prietăţi magne tice deosebite, care poartă nume comerciale, momentele magnetice ale celor tă subreţel di f I 
cum ar fi: alnico, triconal sau almax. Citeva proprietăţi se ară FECIBTOP, astfel că momentul total al ir erai | i 
mai Hri pi te ale unor aliaje folosite la producerea mag- GVA SES Sin „400 „CARA o Sper aul 2 pi bibe y | 
neţilor permanenţi sint arătate în tabelul 7.4. a i alela ri PARENTE OE PRESAS erele E oua dă || 

Antiferomagnetismul este o prop rietate a unor sub- 102 AR SAIOL Acestă A repiat, (Aga CIA La o, A, | 
stanţe cristi line. la care, în abs senta unui cîmp magne tie MAENAN: Această siructură antiieromasne Lică „poate ÎN 
exterior, atomii vecini au momentele magnetice egale şi ii N Ag A "A ute (CNEE ANI pe vagi d eri a | ÎN 
orientate e Masă, compensindu-se unul pe altul, spre CER PA Néel, CA, ALU er A A EEA A |; 
deosebire de teromagnetici, la care momentele magnetice ma ACER paramagnerie. | nn o tilde og tuia [i 
sînt orientate paralel (fig. 7.43). Această proprietate o 3 ratura, ARRE tizarea,; respeciiY suscepiivita tea magne 
au o serie de metale şi compuşi cum sint oxizii metalici : tică, scade la fel ca la paramagnetici (g. 1.44). | 
MnO, FeO, CoO sau MnS, Col, ete. Ferimagnetismul este o proprietate a unor substanțe 4 

Din Mie de vedere magnetic, structura acestor Com- compuse la c we atomii celor două subreţele considerate, | 
puși poate fi privită ca formată din două subreţele mag- deşi au spinii antiparaleli, aceştia nu se compensează, li 
aetizate în sensuri opuse, a căror existenţă a fost pusă în Y 
SaR | 


reciproc, deci momentele lor magnetice nu sînt egale, dato- 
rită numărului diferit sau a naturii atomilor din subreţelele 
respective (fig. 7.43). Aceasta conduce la apariţia unui mo- 
ment magnetic total şi deci la o magnetizare spontană 
a cristalului, chiar în absenţa unui cîmp magnetic exterior. 
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Deşi substanțele ferimagnetice au unele proprietăți 
asemănătoare cu cele feromagnetice, din cauza struc turii 
lor interne diferite, magnetizarea, respectiv susceptivita- 
tea lor magnetică nu descrește monoton cu temperatura, 
putînd atinge valoarea zero inainte de atingerea tempera- 
turii Neel. 

Structura unui ferimagnetie poate îi considerată for- 
mată din două subreţele A şi B de forma (M,0) (M.0,) în 
care M, şi M, sînt metale bi- şi trivalente, de exemplu, 
MnOFe,0,, MgOALO, ete. Atunci cînd metalul trivalent 
este fierul. substanţele ferimagnetice respective se mai 
numesc şi ferite. Feritele se obțin din oxidul de fier, cunos- 
cut şi sub numele de magnetit (Fe.0,), în care se înlocu- 
iegte unul din atomii de fier cu Mn, Zn, Ni ete. 

Feritele au o serie de proprietăţi deosebite față de alte 
substanţe : conductivitate electrică mică, curbă de his- 
terezis de formă rectangulară etc. Întrucât în asemenea, 
materiale nu se formează curenți turbionari, face ca ele 
să fie folosite în instalaţiile de înaltă frecvență, de exem- 
plu, ca miezuri pentru bobinele de inducţie, transformatori 
în instalațiile radio şi televiziune, automatică, elemente de 
memorie în mașinile electronice de calcul ete. 
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